DEMONSTRATIONS AU PROGRAMME POUR LE BAC S

SUITES

Propriété :
Sig>1alors lim g" = +oo.

n—>+oo

D1 - Démonstration au programme (exigible BAC) :
Prérequis : Pour tout entier naturel n, on a : (1+a)” >1+na (inégalité de Bernoulli qui se démontre

par récurrence).
On suppose que ¢ > 1, alors on peut poser g=a+1 avec a>0.

q" :(1+a)” >1+na.

Or lim (1+na) =+oo car a>0. Donc par le théoréme de comparaison lim g" = +oo .

n—>+oo Nn—>+oo

Théoréme de comparaison :
Soit (un) et (v,) deux suites définies sur N.

Si, a partir d'un certainrang, u <v et limu =+eoalors lim v =+oo.

n—> oo n—>+oo

D2 - Démonstration au programme (exigible BAC) :
Soit un nombre réel a.

- lim u = +eo, donc l'intervalle ]a;+oo[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang

n—>+oo

que I'on note ny. On a donc pourtout n=n, a<u .

- A partir d'un certain rang, que I'on note n;,ona u <v .

- Ainsi pour tout n > max(n;n,),0na a<u <v .

On en déduit que l'intervalle ]a;+oo[ contient tous les termes de la suite (v,,) a partir du rang

max(n,;n,). Etdonc lim v = +eo.

n—>+oo

Propriété : Soit (u,) une suite croissante définie sur N.
Silim u = L alors la suite (un) est majorée par L.

n—>+oo

D3 - Démonstration au programme (non exigible BAC) :
Démontrons par I'absurde en supposant le contraire, soit : « Il existe un entier p, tel que u,>L.»

- L'intervalle ouvert }L— 1;up|: contient L.

Or, par hypothese, lim u = L. Donc l'intervalle }L— 1;up|: contient tous les termes de la suite (up)

a partir d'un certain nr;:g (1).

- Comme (up) est croissante : u 2u, pour n>p.

Doncsi n>p, alors u ¢ }L— l;up[ (2).

(1) et (2) sont contradictoires, on en déduit qu'il n'existe pas p € N, tel que u,>L.
Et donc la suite (u,) est majorée par L.
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Propriétés :
- Si une suite croissante est non majorée alors elle tend vers -+ .
- Si une suite décroissante est non minorée alors elle tend vers —eo .

D4 - Démonstration au programme (non exigible BAC) :
Soit un réel a.

Comme (up) n'est pas majorée, il existe un entier p tel que u,>a.

La suite (us) est croissante donc pourtout n>p,ona u_ 2 u,.
Donc pour tout n>p,ona u >a.
Et donc a partir d'un certain rang p, tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle ]a;+<><>[.

On en deduit que lim u, = +eo.

n—>+oo

FONCTIONS

Théoréme : Il existe une unique fonction f'dérivable sur R telle que f'= f et f(0)=1.

D5 - Démonstration de l'unicité au programme (exigible BAC) :
- Démontrons que f'ne s'annule pas sur R.
Soit la fonction # définie sur R par h(x)= f(x) f(-x).

Pour tout réel x, on a:
R(x)= ') f(=x)+ f(x)(=f'(-x))
= f'(x)f(=x) = f(x)f'(=x)
= f(x) f(=x)— f(x) f(=x)
=0
La fonction % est donc constante.
Comme #(0)= f(0)f(0)=1, on a pour tout réel x : f(x) f(-x)=1.
La fonction f ne peut donc pas s'annuler.

- Supposons qu'il existe une fonction g telle que g'=g et g(0)=1.

Comme f'ne s'annule pas, on pose k(x)= @
Sf(x)
F) = EQ/D =W _ g0/ ()= g0/ () _,
(/) (f)

k est donc une fonction constante.

Or k(O):%:%:l donc pour tout x : k(x)=1.

Etdonc f(x)= g(x). L'unicité de fest donc vérifiée.

Propriétés : lime' =0 et lim " =+oo

X—>—o0 X—>+o0

D6 - Démonstrations au programme (exigible BAC) :
- Soit la fonction g définie par g(x)=¢" —x.
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Pour x positif, g'(x)=e*—1>¢"—1=0 car la fonction exponentielle est croissante.
Donc la fonction g est croissante sur [0;+<>o[ .
On dresse ainsi le tableau de variations :

X o0

g'(x)
g(x) /
1

Comme g(0)=1, on a pour tout x, g(x)>1. Etdonc g(x)=¢e¢"—x2>0, soit ¢" > x.

0
0

+

D'aprés le théoréme de comparaison des limites, on en déduit que lim e =+o0 car lim x = +oo.

X—> 4o X—>+oo

. . _ . 1
- lime = lime* = lim —=0.
X—>—o0 X —>+oo X >+ €X

Théoréme : Soit f'une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].
La fonction F définie sur [a ; b] par F(x)= '[xf(t)dt est dérivable sur [a ; b] et sa dérivée est la

fonction f.

D7 - Démonstration dans le cas ou fest strictement croissante (non exigible BAC) :

- On considére deux réels x et x+4 de l'intervalle [a ; b] avec h>0.

F h)—F
On veut démontrer que %irré (x + 2 (x) = f(x).

Fx+h)— F(x)= jh f@dx= [ f()de= jh f(x)dx.

On a représenté ci-contre, la courbe de la fonction f

(en vert). Cette différence est égale a l'aire de la 1 Ge—H
surface colorée en rouge.

Elle est comprise entre les aires des rectangles ABFE - EeoF
et ABHG.

Or, dire( ABFE)=hx f(x) et
Aire( ABHG)=hx f(x+h).
Comme fest croissante sur [a ; b], on a: | ‘ A B

hx f(x)< F(x+h)—F(x)<hx f(x+h) a r z+h b
F(x+h})l_F(x)<f(x+h).

Comme f'est continue sur [a ; b], %irrolf(x+ h)= f(x).

Puisque 2>0,0na: f(x)<

F(x+h2—F(x):f(x).

- Dans le cas ou /<0, la démonstration est analogue (les encadrements sont inversés).
On en déduit que F'(x)= f(x).

D'apres le théoreme des gendarmes, lim
h—0
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‘ Propriété : Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle. ‘

D8 - Démonstration dans le cas d’une fonction admettant un minimum (non exigible BAC) :
Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b] admettant m comme minimum.
- Sim = 0: La fonction f'est continue et positive sur [a ; b].

Alors la fonction F(x)= fo(t)dt est dérivable sur [a ; b] et sa dérivée est la fonction f.
Comme F'= f, on en déduit que fadmet bien une primitive sur [a ; b].

-Sim <0:0npose g(x)= f(x)—m. La fonction g est continue et positive sur [a ; b].
Alors la fonction G(x)= _[xg(t)dt est dérivable sur [a ; b] et sa dérivée est la fonction g.

Soit la fonction F définie par F(x)=G(x)+mxalors F'(x)=G'(x)+m=g(x)+m= f(x).
F est donc une primitive de f sur [a ; b].

GEOMETRIE

Théoréme du toit : P4 et P, sont deux plans sécants.

Si une droite di de P, est paralléle a une droite d» de P»
alors la droite d'intersection A de P, et P, est paralléle a
d1 et dz.

D9 - Démonstration au programme (non exigible BAC) :
Les droites d; et d, sont paralléles et distinctes donc elles sont coplanaires.
On appelle P le plan qui contient di et do. Onaalors: PN P=dietP,NP=d,

Démontrons par 'absurde que A est paralléle a d;.
On suppose donc le contraire, soit: « A n’est pas parallele a ds. »
On appelle alors A le point d’intersection de A et d..

-Ac€ A doncAc€P;

-AcdidoncAcP

DoncAc P,NP=d,

Or, A€ dydonc A€ ds N dy. Ce qui est impossible car dq et d, sont strictement paralléles.

On arrive ainsi a une contradiction, on en déduit que I'hypothese fixée au départ « A n’est pas

paralléle a dq » est fausse !
On conclut que A est paralléle a dq et en conséquence a d..
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Théoréme : Une droite est orthogonale a toute droite d'un plan si et seulement si elle est
orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

D10 - Démonstration au programme (exigible BAC) :

- Si une droite est orthogonale a toute droite d'un plan P alors elle est en particulier orthogonale a
deux droites sécantes de P.

- Démontrons la réciproque :

Soit une droite (d) de vecteur directeur n orthogonale a deux droites (dl) et (dz) de P sécantes

et de vecteurs directeurs respectifs uetv.

Alors u et v sont non colinéaires et orthogonaux au vecteur n.
Soit une droite quelconque (A ) de P de vecteur directeur w.
Démontrons que (A ) est orthogonale a (d)

w peut se décomposer en fonction de u et v qui constituent une base de P (car non colinéaires).
Il existe donc deux réels x et y tels que w=xu+ yv.

Donc w.n= (xu+yv).n =xun+yvn=0, car n est orthogonal avec u et v.

Donc n est orthogonal au vecteur w.
Et donc (d) est orthogonale a (A).

Théoréme : L'espace est muni d'un repére orthonormé (0?}/?)

a
Un plan P de vecteur normal n| b | non nul admet une équation cartésienne de la forme
C
ax+by+cz+d=0,avec deR.
X
Réciproquement, si a, b et ¢ sont non tous nuls, I'ensemble des points M| y | tels que

z

ax+by+cz+d=0,avec deR, estun plan.

D11 - Démonstration au programme (exigible BAC) :

Xy n

- Soit un point 4| y, | de P.

Z4

X

M|ylePs AM et n sont orthogonaux P A‘D\
M
z

@W.Z:O
¢>a(x—xA)+b(y—yA)+c(z—zA):U

Sax+by+ez—ax by, —cz, =0

Sax+by+cz+d=0 avec d=-ax, —by, —cz,.

A
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- Réciproquement, supposons par exemple que a #0 (a, b et ¢ sont non tous nuls).

X
On note E I'ensemble des points M| y | vérifiant I'équation ax+by+cz+d =0

z
Alors le point A(—E;O;O] vérifie I'équation ax+by+cz+d=0.
a

Et donc 4eE.

a X
Soit un vecteur n| b |. Pour tout point M| y|,ona:

C z

ﬂ/lﬁza(x+£)+b(y—0)+c(z—0)=ax+by+cz+d=0.
a

X
E est donc I'ensemble des points M| y | tels que AMn=0.

z

Donc lI'ensemble E est le plan passant par A et de vecteur normal n.

PROBABILITES

Propriété : Si A et B sont indépendants alors 4 et B sont indépendants.

D1g - Démonstratign au programme (exigible BAC) :
P(ANB)=P(BN A)
= P(B)x P,(A)
= P(B)x(1- P,(4))
= P(B) X (1 - P(A)) car A et B sont indépendants
= P(B)x P(A)
Donc A4 et B sont indépendants.

Propriété : Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre A.

Alors : E(X):%.

D13 - Démonstration au programme (exigible BAC) :
fdésigne la densité de la loi exponentielle de paramétre A.

La fonction g:t+> ¢ f(¢) est continue sur tout intervalle [O;x], avec x>0, donc elle admet des
primitives sur cet intervalle.

Comme, pour tout réel ¢ positif, on a : (fe™)' =e ™ —Ate™™ soit: the ™ =e ™ —(te™)'

Ainsi :
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gtydr=[ the ¥ di= (e di—[ (te¥)dt
0 0 0 0

A T 1
:{_e;t } _[tel]ozz

0

—Ax
Donc E(X)= lim _[0 g(t)dt = lim (%— c __ xe_lxj

A

X—>too

Propriété : Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre 1.
Alors, pour tous reels ¢ et i positifs,ona: P_ (X =t+h)=P(X 2h).

D14 - Démonstration au programme (non exigible BAC) :

Plxzeenjn{x2d) Plxzi+h) 1-P(X<t+h)

P_(X2t+h)=

1-(1-¢7")

—A(t+h)

Donc: P,_(X2t+h)=

Xzt

e

—A
et

STATISTIQUES

P(X >1) P(X >1)

1-P(X <1)

= =e=1-(1-¢™)=1-P(X <h)=P(X 2 h)

Popriété : X est une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite N(0;1).

Pour tout o € ]O;l[, il existe un unique reel positif u, tel que P(_”a <X< ua) =l-o.

-1—(1

—Uq

U

D15 - Démonstration au programme (exigible BAC) :

Par symétrie de la courbe de la fonction densité f, on a :
P-t<X<t)=2P(0< X<t = Zj.(jf(x)dx =2F(¢t) ou F est la primitive de f'qui s'annule en 0.

La fonction F est continue et strictement croissante sur [0;+<>o[ , il en est de méme pour la fonction

2F.

. L 1
L'aire totale sous la courbe est égale a 1, donc par symétrie, on a : lim JO f(x)dx = 5

Donc lim2F(¢)=1.

t—>+oo
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On dresse le tableau de variations : t 0 +°‘1’
Si ae]O;l[ alors l—ae]O;l[. 2E(1) /
0

D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel u de [0;+<>o[ tel que

2F(t)=1-a.Comme 2F est strictement croissante, on en déduit que u, est unique.

Propriété : Soit a € ]O;l[ et X, une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n;p) :

La probabilite que la fréquence F, prenne ses valeurs dans l'intervalle

I =|p-u —“p(l_p)~ +u —“p<1_p)
a | P Y, \/; pTu, \/;

devient grande. On note : lim P(F el )— -«

n—+oo

se rapproche de 1—a quand la taille de I'échantillon n

I est appelé intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence F au seuil 1-«

D16 - Démonstration au programme (exigible BAC) :

X —E(X))

o(X)

n

X, suit 1a loi binomiale B(n;p) donc la suite de variables aléatoires Z = suit une loi

normale centrée réduite N(O;l) et d'aprées le théoréme de Moivre-Laplace, on a:

2

e 2 dx, pout tous réels a et b avec a < b (1).

hmP( <Z Sb):Lb

n—>+oo

X
or 7 - KmECX) X, = _"[n j: F-p
o(X,)  fup(l-p) Ap(=p)  p-p)
Jn Jn
ﬁgb
Jp(l-p
Jn

.. yp(-p) Jp(-p)
Soit: a Y < F —p<p ¥
oit: a N =y 7
\/P(I\/_—P) SFnSerbx/p(l—p)
n

Soitencore : p+a
1/ 1-p Je(l-p x
Doncdaprés (1) : lim P| p+a-——F— <F <p+b—7"= ( _[ e ?dx
an J; ox

Comme, pour tout réel o e ]O;l[, il existe un unique reel positif « tel que P(_”a <X<u ): -«

Donc a<Z <b est équivalenta a <

N—’

ou X suit une loi normale centrée réduite N(O;l), ona:
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Enprenant a=-u, et b=u ,ona: lim P| p—u,

n—>+oo

—VPS__IQ)SF <p+u —W =l-c.

n

Propriété : X, est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n;p) .

X . s
F =—" estla fréequence associée a Xj,.
n

Pour n suffisamment grand, p appartient a l'intervalle J :[

supérieure ou égale a 0,95.

F ——
" n

1
s F,+

Jn

} avec une probabilité

D17 - Démonstration au programme (non exigible BAC) :

Xn suit la loi binomiale B(n;p) donc la suite de variables aléatoires Z =

Xn

-E(X) X -np

o(X,)  Jmp(1-p)

tend vers la loi normale centrée réduite N(O;l) (théoreme de Moivre-Laplace)

Ainsi, lim P(-2<Z <2)=P(-2< X <2)= L ou X suit une loi normale centrée réduite.

n—>+oo

Et P(-2< X <2)=0,9544 (calculatrice), donc L > 0,954

On pose a, = P(—2 <Z < 2) donc lima =L >0,954.

n—>o0

Tout intervalle ouvert contenant L contient tous les termes de la suite pour » suffisamment grand.

0,954
L

L
1

Ainsi, pour n suffisamment grand, ona: a >0,95.

Donc P(—2 <Z SZ)>0,95. Or:

X, —np

1/np(l—p)
- p(_z, [np(1-p) < X, —np< 2«/np(1—p))

P(-2<z,<2)=P| -2<

n

<2

= Pl — M<Xn_ <2 np(l_p)
_ PNy
=P p—2—“np(nl_p)s%sp+2—np(i_p)
yr(i-») Jr(i-»)
=Pl p-2N < p <pia N/
p \/; L SPDT \/;

Y
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. p\l-p o 1
Démontrons que 2¥S | . Ce revient a démontrer que w/p(l—p) <— 0ou encore que :

Joi 2

p(1-p)<—.

N

. . A : . , 1
La fonction p Hp(l—p) définie sur [0 ; 1] est un trinbme qui posséde un maximum en p =7

: A B 1 pll-p
Ce maximum estegaIaZ.Alnsup(l—p)s—etdoncz ( ) |

4 n n

On en déduit que :

,/ 1 ,/ 1—
) S <F <p+2¥———~ <P( —%SF< %J
et donc finalement pour » suffisamment grand, P(p L <F < p+LJ >0,95
n n
Or:
( ——=<F <p+—F— | ]zP[—LSF—pSszP(—LSp—F Sisz(F—LSpSF +L
Donc:

P(Fn—ispszfﬁ

7

1 )20,95

%

Merci a Nadine M. pour sa relecture attentive.
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