VARIABLES ALEATOIRES

En 1654, Blaise Pascal (1623 ; 1662) entretient avec Pierre de Fermat (1601 ;

1665) des correspondances sur le théme des jeux de hasard et d'espérance de gain
qui les menent a exposer une théorie nouvelle : les calculs de probabilités.

IIs s’intéressent a la résolution de problémes de dénombrement comme celui

du Chevalier de Méré :

« Comment distribuer équitablement la mise a un jeu de hasard interrompu avant la
fin?»

Partie 1 : Variable aléatoire et loi de probabilité

1) Variable aléatoire

Exemple :
Soit I'expérience aléatoire : « On lance un dé a six faces et on regarde le résultat. »

L'ensemble de toutes lesissuesE={1;2;3;4;5; 6}s'appelle I'univers des possibles.
On considere le jeu suivant :
e Sile résultat est 5 ou 6, on gagne 2 €.
e Sinon, on perd 1 €.
On peut définir ainsi une variable aléatoire X surE={1;2;3;4;5; 6} quidonne le gain et
qui peut prendre les valeurs 2 ou —1.

Pour lesissues5et6,ona: X =2
Pour lesissues 1, 2,3 et4,ona: X =-1.

Définition : Une variable aléatoire X associe un nombre réel a chaque issue de l'univers des
possibles.

Méthode : Calculer une probabilité a I'aide d’une variable aléatoire

u Vidéo https://youtu.be/IBgkrg8pxQ4
uVidéo https://youtu.be/OnD Ym95Px4

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.
- Si cette carte est un cceur, on gagne 5 €.

- Si cette carte est un carreau, on gagne 2 €.

- Dans les autres cas, on perd 1 €.

Soit X la variable aléatoire qui associe le gain du jeu.
Calculer: P(X =5),P(X = —-1)et P(X < 2).

Correction
® P(X = 5) est la probabilité de gagner 5 €. On gagne 5 € lorsqu’on tire un coeur. Soit :
8 1
PX=5)=—=-
( ) 32 4
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e P(X = —1) est la probabilité de perdre 1 €. On perd 1 € lorsqu’on ne tire ni un cceur, ni un
carreau. Soit :
PX=-1)= o
B 32 2

® P(X < 2) est la probabilité de gagner 2 € ou moins. Soit :
PX<2)=P(X=2)+PX =-1)=

+

3
4

e R
N =

2) Loi de probabilité

Définition : Soit une variable aléatoire X prenant les valeurs x4, x5, ..., X,.
La loi de probabilité de X est donnée par toutes les probabilités P(X = x;).

Remarque : Les « x; » sont toutes les valeurs prises par X.

Méthode : Déterminer une loi de probabilité d’une variable aléatoire

u Vidéo https://youtu.be/awtn6gsRwfs
B vidéo https://youtu.be/2Ge 4hclPnl

On lance simultanément deux dés a 6 faces et on note les valeurs
obtenues.

Soit X la variable aléatoire égale a la plus grande des deux valeurs.
Etablir la loi de probabilité de X.

*a

Correction
La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 1, 2, 3,4, 5 et 6.
Par exemple, si on obtient la combinaison (2 ; 5), la plus grande valeur est 5etona: X = 5.

® La plus grande des deux valeurs est 1, si on obtient la combinaison : (1 ; 1).

1
P(le):%

® La plus grande des deux valeurs est 2, si on obtient les combinaisons: (1;2),(2; 1) ou(2; 2).
3 1
PX=2)=—=—
( ) 36 12
® La plus grande des deux valeurs est 3, si on obtient les combinaisons : (1; 3),(3; 1), (2; 3),
(3;2)o0u(3;3).

5
P(X:3):%

® La plus grande des deux valeurs est 4, si on obtient les combinaisons : (1; 4), (4; 1) (2; 4),
(4;2),(3;4),(4;3)ou(4;4).

7
P(X:‘l-):%

® La plus grande des deux valeurs est 5, si on obtient les combinaisons : (1;5), (5; 1) (2;5),
(5;2),(3;5),(5;3),(4;5),(5;4)ou(5;5).
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P(X=5)= 0 _1
-7 36 4

® La plus grande des deux valeurs est 6, si on obtient les combinaisons: (1;6), (6; 1) (2 6),
(6;2),(3;6),(6;3),(4,6),(6;4),(5;6),(6;5)ou(6;6).

11
P(X:6):%

On peut résumer les résultats dans le tableau de la loi de probabilité de X :

X; 1 2 3 4 5 6
1 1 5 7 1 11
P(X = xi) —_— — J— JE— — -
36 12 36 36 4 36
Remarque :

On vérifie que la somme des probabilités est égalea 1 :
1 1 5 7 1 11

36 12736136236 !

Partie 2 : Espérance, variance, écart-type

Définitions : Soit une variable aléatoire X prenant les valeurs x{, x5, ..., X,,.
La loi de probabilité de X associe a toute valeur x; la probabilité p; = P(X = x;).

- L'espérance de X est :
E(X) =p1 X1 + 02X+ .. +Dp Xy
- La variance de X est :

VX) = pi(xs — EXD)" +po(x, = EXD)* + oo + (300 — ECD)’

- L'écart-type de X est :
o(X) =VX)

Méthode : Calculer I'espérance, la variance et I'écart-type d'une variable aléatoire

u Vidéo https://youtu.be/AcWVxHgtWp4
u Vidéo https://youtu.be/CbCMIXGhC4k
u Vidéo https://youtu.be/elpgMDSU5t8

On tire une carte dans un jeu de 32 cartes.

- Si on tire un cceur, on gagne 2 €.

- Si on tire un roi on gagne 5 €.

- Si on tire une autre carte, on perd 1 €.

X est la variable aléatoire donnant le gain du jeu.
1) Calculer I'espérance de X.

2) Donner une interprétation du résultat.

3) Calculer la variance et I'écart-type de X.
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Correction
1) On commence par établir la loi de probabilité de X :
X peut prendre les valeurs —1 €, 2 €, 5 € mais aussi 7 €.

En effet, si on tire le roi de cceur, on gagne 2 € (comme un coeur) + 5 € (comme un roi).

e Si la carte tirée est un coeur (autre que le roi de cceur), X = 2.

7
P(X=2)=—.
( )=35
@ Si la carte tirée est un roi (autre que le roi de cceur), X = 5.
3
P(X =5)=—.
( )=3
o Sj la carte tirée est le roi de coeur, X = 7.
1
PX=7)=—.
( )=35
e Si la carte tirée n'est ni un cceur, niunroi, X = —1
21
PX=-1)=—.
( ) =35

La loi de probabilité de X est :

X; -1 2 5 7
21 7 3 1
P(X =x;) == - == ==
32 32 32 32
EX) == X (—1) 4= X 24 x5+ x 7 =23 ~ 0,47
32 32 32 32 32

2) Sil'on répéte I'expérience un grand nombre de fois, on peut espérer gagner, en
moyenne, environ 0,47 € par tirage.

Si l'organisateur du jeu veut espérer faire un bénéfice, il pourra demander par exemple
aux joueurs une participation de 0,50 € par tirage. Il gagnera en moyenne environ 0,03 €
par tirage.

3) Variance :

21 15\* 7 15\* | 3 15\% | 1 15\°
V(X) —32 X (—1—§) +32 X (2—§) +32 X (5—§) +§X (7-%) ~ 5,1865
Ecart-type :

o(X) = {/5,1865 = 2,28

Propriétés de linéarité :
Soit une variable aléatoire X. Soit a et b deux nombres réels. On a :
E(aX+b)=aEX)+Db V(aX +b) = aZV(X)
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Méthode : Simplifier les calculs d'espérance et de variance a I'aide d'une variable aléatoire
de transition (non exigible)

u Vidéo https://youtu.be/ljITvCBEXVY

Une entreprise qui fabrique des roulements a bille fait une étude sur une gamme de billes
produites. Le diameétre théorique doit étre égal a 1,3 cm mais cette mesure peut étre
légerement erronée.

L'expérience consiste a tirer au hasard une bille d'un lot de la production et a mesurer son
diametre.

On consideére la variable aléatoire X qui, a une bille choisie au hasard, associe son diametre.
La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

X; 1,298 1,299 1,3 1,301 1,302
PX=x)| 02 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculer I'espérance et I'écart-type de la loi de probabilité de X.

Correction
Pour simplifier les calculs, on définit la variable aléatoire Y = 1000X — 1300.
La loi de probabilité de Y est alors :

X; -2 -1 0 1 2
P(Y = x;) 0,2 0,1 0,2 0,4 0,1

Calculons I'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :
E(Y)=-2%x02+(-1)x01+1%x04+2x%x01=0,1
VY)=02x2-01)2+01%x(-1-0,1)24+0,2x(0—-0,1)24+ 0,4 x (1 —10,1)2
+0,1%x(2-0,1)?
= 1,69

On en déduit I'espérance et la variance de la loi de probabilité de X :
E(Y) = E(1000X — 1300) = 1000 E(X) — 1300
E(Y)+1300__Q1+1300

1000 1000

Donc:E(X) = = 1,3001

V(Y) = V(1000X — 1300) = 10002 V(X)
V(Y) 1,69
10002 10002

1,69 1,3
Etdonc:o(X) = /10002 = To00 — 0,0013

Conclusion: E(X) = 1,3001 cmet o(X) = 0,0013 cm.

Donc:V(X) =

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr



Partie 3 : Epreuve de Bernoulli

Définition : Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues que l'on
peut nommer "succes" et "échec".

Exemples :
1) Le jeu du pile ou face : On considere par exemple comme succes "obtenir pile" et comme

échec "obtenir face".
2) On lance un dé et on considére par exemple comme succés "obtenir un six" et comme
échec "ne pas obtenir un six".

Définition : Une loi de Bernoulli est la loi de probabilité d’'une épreuve de Bernoulli qui suit
le schéma suivant :

- la probabilité d'obtenir un succes est égale a p,

- la probabilité d'obtenir un échec est égale a 1 —p.

p est le parametre de la loi de Bernoulli.

Exemples : Dans les exemples présentés plus haut :

1 1
Dp=3 Dr=¢

Convention :

Au succes, on peut associer le nombre 1 et a I'échec, on peut associer le nombre 0.
Soit la variable aléatoire X qui suit une loi de Bernoulli de parametre p.

Dans ce cas, la loi de probabilité de X peut étre présentée dans le tableau :

X; 1 0
P(X = x;) p 1-p

Propriété : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de parametre p, alors :
EX)=p VX)) =pd-p)

Démonstrations :

"EX)=1xPX=1)4+0xP(X =0)
=1xXxp+0x(1-p)
=p

VX)) =1 —EX)2xPX =14 (0—-EX))?xP(X =0)
=(1-p?*xp+0-p)Px(1-p)
=p—2p*+p’+p*-p’
=p-p°
=p(l—p)
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Partie 4 : Schéma de Bernoulli, loi binomiale

1) Schéma de Bernoulli

Définition : Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques
et indépendantes pour lesquelles la probabilité du succes est p.

Remarque : Pour la répétition de n épreuves de Bernoulli, I'univers est {0, 1}™.

Exemple : La répétition de 10 lancers d'une piece de monnaie est un schéma de Bernoulli de

1
parametresn=10et p = >

2) Loi binomiale

Définition : On réalise un schéma de Bernoulli composé de n épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes.

Une loi binomiale est une loi de probabilité définie sur I'ensemble {0;1; 2; ...; n} qui donne
les probabilités du nombre de succes de I'expérience.

Remarque : n et p sont les parameétres de la loi binomiale et on note B(n ; p).

Méthode : Utiliser un arbre pondéré avec la loi binomiale

uVidéo https://youtu.be/b18 r8rdK2s

On considére un jeu de 4 cartes dont une carte est un as.

On tire trois fois de suite une carte en remettant a chaque fois la carte tirée dans le jeu.
On considere comme succes I'’évenement « Obtenir un as ».

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de succeés.

Calculer P(X = 2) en utilisant un arbre pondéré.

Correction

On répete 3 fois de suite des épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

1
Pour chaque épreuve la probabilité du succes (tirer un as) est égale a Z = 0,25.

Donc la probabilité d’un échec est égale a 0,75.

La variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametresn = 3 etp = 0,25.
On cherche a calculer la probabilité d’obtenir 2 succes parmi 3 tirages.

On construit alors un arbre pondéré présentant les données de I’énoncé :
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3e tirage
2e tirage 0,25 S
_ 0,25 3 < -
Ter tirage 0,75 =S — SSS: 0,25x0,25%0,75
S
0,25 0,25 S — SSS: 0,25x 0,75 x 0,25
075
0,75~ S
0,25 S — SSS: 0,75x 0,25 x 0,25
0,25 5<_
0,75 3 0’75 S
S

0,25 S
0,753

0,75 S

/

On compte 3 triplets formés de deux succes: (S; S;5),(S; S; S)et(S; S; S).

Etona:P(S; S;S)=P(S;S;S)=P(S;S;S) =0,25x0,25%0,75 = 0,25% x 0,75.

Et donc P(X = 2) = 3 x 0,252 x 0,75 = 0,140 625.

3) Expression de la loi binomiale a I'aide des coefficients binomiaux

Exemple : S

On considére un schéma de Bernoulli a 3
épreuves. §< B
Combien existe-t-il de chemins conduisant a 2 s
succes parmi 3 épreuves ?

On compte le nombre de combinaisons de 2 S <

succes parmi 3, soit : (;) = 3. S

Définition : On réalise une expérience suivant un schéma de Bernoulli de parametres n et p.

Soit un entier naturel ktelque 0 <k <n
On appelle coefficient binomial ou combinaison de k parmi n, le nombre de chemins
conduisant a k succes parmi n épreuves sur |'arbre représentant |'expérience.

Ce nombre se note : (Z)
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Propriété :
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres n et p.
Pour tout entier naturel k telque 0 < k <n,ona:

P& =) = ()P -p)"*

Démonstration :
I3 Vidéo https://youtu.be/RA5L 2g58IU

Un chemin comportant k succes (de probabilité p) comporte n — k échecs (de probabilité
1 — p). Ainsi sa probabilité est égale a p*(1 — p)" .

Le nombre de chemins menant a k succes est égal a (k)

Donc: P(X = k) = (Z) pk(1 — pynk.

Méthode : Calculer les probabilités d'une loi binomiale

u Vidéo https://youtu.be/1gMq2TIwShO

Une urne contient 5 boules gagnantes et 7 boules perdantes. Une expérience consiste a tirer
au hasard 4 fois de suite une boule et de la remettre.

On appelle X la variable aléatoire qui associe le nombre de tirages gagnants.

a) Justifier que X suit une loi binomiale.

b) Calculer la probabilité d'obtenir 3 boules gagnantes.

Correction

a) On répéte 4 fois de suite de facon identique et indépendante une épreuve a deux issues :
boules gagnantes (5 issues) ; boules perdantes (7 issues).

Le succes est d’obtenir une boule gagnante.

5
La probabilité du succés sur un tirage est égale a E

5
La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale de parametres:n = 4 etp = 1z

b) Nombre de combinaisons de Probabilité
3 succes parmi 4 épreuves. / des 3 succes. Probabilité des
\(4)(5>3(1 5)4_3 P 4 — 3 =1 échec.
3/7\12 12

P(X =3) =

() (&)

125
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La loi binomiale avec la calculatrice :

uVidéos dans la liste :
https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/cours-maths/niveau-terminale#14

Méthode : Chercher un intervalle I pour lequel la probabilité P(X € I) est inférieure a ou
supérieure a une valeur donnée

On fait I'hypothese que 55% des électeurs ont voté pour le candidat A. On interroge au
hasard a la sortie des urnes 50 personnes.

Soit X est la variable aléatoire qui compte le nombre k de personnes qui ont voté pour le
candidat A.

a) Déterminer desréelsa et b telsque: P(a < X < b) = 0,95

b) Donner une interprétation du résultat précédent.

Correction
a) La variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametre n =50 et p = 0,55.
Avec le tableur, il est possible d'obtenir la loi de probabilité de X.

Avec la loi binomiale B(50 ; 0,55) :

Pour calculer P(X = 20), il faut saisir: ~ =LOL.BINOMIALE(20;50;0,55;0)
Pour calculer P(X < 20), il faut saisir: ~ =LOIL.BINOMIALE(20;50;0,55;1)
c2 =] fx £ = =LOLBINOMIALE(A2;50,0,55;1)

B C D E
P(X=k) | P(X<=K) |
4,6E-018[4,6E-018|
2,8E-016|2,8E-016
8,4E-015|8,7E-015
1,6E-013/1,7E-013
2,4E-012|2,5E-012

A Wb W N e
AIWIN = |O|Xx >»

On obtient ainsi :

k 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

P(X = k)| 0,001 | 0,003 | 0,006 | 0,012 | 0,021 | 0,034 | 0,05 | 0,069 | 0,087 | 0,102 | 0,112

k 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38

P(X =k)| 0,112 | 0,204 | 0,089 | 0,07 | 0,051 |,034 | 0,021 | 0,012 | 0,006 | 0,003 | 0,001

Pour k < 17 et k > 38, les probabilités sont inférieures 8 10~3 et peuvent étre considérées
comme négligeables.

On obtient également le tableau des probabilités cumulées :
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k 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

P(X = k)|0,002 | 0,005 | 0,01 | 0,023 | 0,044 | 0,077 | 0,127 | 0,196 | 0,283 | 0,386 | 0,498

k 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38

P(X=k)| 061 | 0,713 | 0,802 | 0,872 | 0,923 | 0,957 | 0,978 | 0,989 | 0,995 | 0,998 | 0,999

On chercheaetbtelque:P(a <X <b) > 0,95.

On commence par déterminer a le plus petit possible, tel que : P(X < a) > 0,025.
Onlit:a = 21.

On détermine ensuite b, le plus petit possible, tel que : P(X < b) = 0,975.

Onlit: b = 34.

0,12

0,1

0,0

0,0

=l
ol In...

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38
k

P(X=k)
[} [o5]

S

N

Ainsi: P(21 <X <34) > 0,95

21 34
b) Or,—=42% et — =68 %.
50 50

Pour un échantillon de 50 personnes, il y a au moins 95% de chance qu'il y ait entre 42 % et
68 % des électeurs qui votent pour le candidat A.

A noter : L'intervalle [0,42 ; 0,68] s’appelle intervalle de fluctuation au seuil de 95 %.

Partie 5 : Somme de variables aléatoires

Exemple :
On considere deux jeux dont les gains sont donnés :

- pour le premier jeu, par la variable aléatoire X qui prend les valeurs 1 et 2.

- pour le second jeu, par la variable aléatoire Y qui prend les valeurs =2, 3 et 4.

Par exemple, I'évéenement (X = 1) n (Y = —2) signifie qu’on a gagné 1 € au premier jeu et
perdu 2 € au deuxieme jeu.

Considérons la variable aléatoire somme X + Y donnant le gain total cumulé aux deux jeux.
Alors la variable aléatoire X + Y peut prendre les valeurs :

-1,0,4,5et6.

En effet, on a parexemple X + Y =0avec (X =2) n (Y = -2).
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Par ailleurs, pour calculer par exemple, la probabilité de I'évéenement X + Y = 5, on cherche
toutes les sommes X + Y égales a 5.
Onaainsi: PX+Y =5)=P(X=1Dn{=4)+P(X=2)n(Y =3))

Si de plus, les évenements (X = i) et (Y = j) sont indépendants, alorson a:
PX+Y=5)=PX=1)XxPY=4)+PX =2)xP(Y =3)

Définition : Soit X et Y deux variables aléatoires. La loi de probabilité de la variable aléatoire
somme X + Y est donnée par :
PX+Y =k) = Z P((X =) N (¥ = )))
i+j=k
Si, de plus, les évenements (X = i) et (Y = j) sont indépendants, alorson a:
PX+Y =k) = Z P(X =) x P(Y = )
i+j=k
On dit dans ce cas que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Remargue : Le symbole X
Si par exemple, k = 2 alors :
PX+Y=2)= Z P((X=0)N (Y =)

i+j=2

=P(X=0)N =2)+P(X=DNn{ =1)+P(X=2)n( =0))

Méthode : Déterminer la loi d’une somme de variables aléatoires

u Vidéo https://youtu.be/017tz80Gh-s

On consideére le jeu suivant qui se déroule en deux parties :

- La 1% partie consiste a lancer une piéce de monnaie. Si on tombe sur « pile », on gagne 1
€, si on tombe sur « face », on gagne 2 €.

- La 2¢ partie consiste a lancer un dé a 6 faces. Si on tombe sur un chiffre pair, on gagne 1 €,
sion tombe surle « 3 » oule « 5 », on gagne 2 €.

Sion tombe sur le « 1 », on perd 5 €.

La variable aléatoire X désigne les gains a la 1°" partie, la variable aléatoire Y désigne les
gains a la 2¢ partie.

On considere que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Etablir la loi de probabilité de la variable aléatoire somme S = X + Y donnant le gain total
cumulé a la fin des deux parties.

Correction
Dans le tableau ci-dessous, on présente toutes les sommes possibles :
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w1 2
5| 4| -3
1|23
2 (3|4

Ainsi,ona:
P(S=-4)=P(X=1)n (Y =-5)
= P(X = 1) X P(Y = —5) en effet, les variables X et Y sont indépendantes.
1 1 1

=267 12
P(S=-3)=P(X =2)x P(Y = —5)
1 1 1

=_x_=_—

276 12
P(S=2)=P(X=1)xP(Y =1)
1 1 1
=—X—-—=—

272 4

P(S=3)=PX=1)xP(Y =2)+P(X=2)xP(Y =1)

1111 1.1 5
=2X3132%35s7 12712

P(S=4)=P(X =2)xP(Y =2)
1 1 1

X — =
2 3 6

On peut présenter la loi de probabilité de S dans un tableau :

k -4 -3 2 3 4

T 1 1 | 1 1

ps=1) | L | L | L2 1!
12 | 2| 32 |12 s

Partie 6 : Espérance et variance de combinaisons linéaires de
variables aléatoires

Propriétés :

eE(aX+b)=aE(X)+baveca € Reth €R

o EX+Y)=EX)+E()

eV(aX +b) =a?V(X)aveca € Retb € R

® Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes : V(X +Y) = V(X) + V(Y)
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Méthode : Simplifier les calculs d'espérance et de variance a I'aide d'une variable aléatoire
de transition

u Vidéo https://youtu.be/ljITvCBEXVY

Une entreprise qui fabrique des roulements a bille fait une étude sur une gamme de billes
produites. Le diameétre théorique doit étre égal a 1,3 cm mais cette mesure peut étre
légerement erronée.

L'expérience consiste a tirer au hasard une bille d'un lot de la production et a mesurer son
diametre.

On consideére la variable aléatoire X qui, a une bille choisie au hasard, associe son diametre.
La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

X; 1,298 [ 1,299 | 1,3 | 1,301 [ 1,302
PX=x)] 02 | 01 | 02] 04 ] 01

Calculer I'espérance et I'écart-type de la loi de probabilité de X.

Correction
Pour simplifier les calculs, on définit la variable aléatoire Y = 1 000X — 1 300.
La loi de probabilité de Y est alors :

Vi 2] -1] o0 1 2
PY=v)|02]01]02]04]01

Calculons I'espérance et la variance de la loi de probabilité de Y :
E(Y)=-2%x02+(-1)x01+1%x04+2x%x0,1=0,1
VY)=02x(-2-0,1)2+01%x(-1-0,1)2+0,2x(0—0,1)2+0,4 x (1 —0,1)?
+0,1 x (2 —0,1)2
= 1,69

On en déduit I'espérance et la variance de la loi de probabilité de X :
E(Y) =E(1000X —1300) =1000E(X)—1300
E(Y)+1 300 _ 0,1+1 300

Donc:E(X) = =1,3001
1000 1000
V(Y) =V(1000X —1300) = 10 002 V(X)
V(Y) 1,69
Donc:V(X) = =

10002 10002

1,69 1,3
Etdonc:o(X) = /1 000Z — 1000 0,001 3

Conclusion : E(X) = 1,3001 cm et 6(X) = 0,001 3 cm.
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Partie 7 : Application a la loi binomiale

1) Echantillon d’une loi de probabilité

Exemple :
On étudie la fiabilité d’un composant électronique. On appelle X la variable aléatoire égale a

1 si le composant électronique ne se détériore pas suite aux tests effectués et 0 dans le cas
contraire.

Le fabricant précise que le composant électronique ne subit pas de détériorations suite aux
tests dans 99,8 % des cas.

Dans ce cas, la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parametre 0,998.

On effectue les tests sur un échantillon de 100 composants électroniques prélevés au hasard
dans le stock du fabricant.

On peut considérer alors que la liste (X;, X;, X3, ..., X100) forme un échantillon de taille 100
de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de parameétre 0,998.

Définition : Un échantillon de taille n d’une loi de probabilité est une liste de n variables
aléatoires indépendantes suivant cette loi.

Propriétés : Soit (X;, X,, ..., X;,) un échantillon de taille n de variables aléatoires
indépendantes suivant une méme loi. On pose : S = X; + X, + ---+X,,, alorson a:
DEE) =EX) +EX) + -+ E(Xy)

2)V(©S) =V(&X) +V(X) + -+ V(Xy)

Méthode : Calculer une espérance et une variance a I'aide d’une somme de variables
aléatoires

u Vidéo https://youtu.be/19nVXFHbmjU

Sur un axe gradué, on dépose une petite golite de confiture a la fraise au point d’abscisse 10.
Pierrot invite Sophie la fourmi a se placer a I'origine de I'axe gradué.
Attirée par la confiture, Sophie se déplace de fagon aléatoire d’une unité vers la droite (sens

2
positif) avec la probabilité de 3 et d’une unité vers la gauche (sens négatif) avec la

1
probabilité de 5
On suppose que les déplacements de la fourmi sont indépendants les uns des autres.
Pour tout entier naturel k, on note X, la variable aléatoire valant 1 si la fourmi se déplace

vers la droite au k-ieme déplacement et valant —1 si elle se déplace vers la gauche.
Onnote S, = X; + X, + .- + X,, la variable aléatoire somme des X,.

1 2
3 3
&« T DN
o [ J
- - - - - - - - - - - —

8 -7 6 -5 -4 -3 2 -1 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1) Calculer E(X;) et V(X},)
2) En déduire E(S,,) et V(S,,).
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3) Au bout de combien de déplacements, Sophie peut-elle espérer théoriquement atteindre
la goGte de confiture ? Calculer o(S,,) dans ce cas.

Correction
1) On établit la loi de probabilité de X, :

X; -1 1
1 2
P(Xy = x;) 3 3

2)Ona:S, =X;+X, ++X,
Donc la variable aléatoire S,, donne I'abscisse de la fourmi apres n déplacements.
Etona:E(S,) =EX;+X,+ - +X,)
=EX) +EX,) + -+ EXy,)
= nE(Xy)
n

3

Et:V(S) =V(X + X, + -+ X,)
=V(X;) +V(X,) + -+ V(X,), car les variables sont indépendantes.
= nV (X)
8n
I

3)E(S,) = 10
n

—=10
3
n =30
Apres 30 déplacements, Sophie peut espérer théoriquement atteindre la go(ite de confiture.
8x%30 "
0(S30) = \/V(S30) = \/V(Sgo) = 5~ 5,2 unités.

2) Echantillon de la loi de Bernoulli

Propriété : Soit (X;, X5, ... X;;) un échantillon de taille n de la loi de Bernoulli de parameétre p.
La variable aléatoire S = X; + X, + --- +X,, suit la loi binomiale de parametres n et p.

Exemple :
En reprenant I'exemple donné au début de la partie 3.1, la variable aléatoire

S =X, + X, + - +X;00 suit la loi binomiale de parametresn = 100 et p = 0,998.
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3) Espérance, variance et écart type de la loi binomiale

Propriété : Soit S une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres n et p.

E(S) =np V($) =np(1—-p) a($) =V (S)

Démonstration :
u Vidéo https://youtu.be/ljWIfGLRgIE

Soit (X1, X3, ... X;;) un échantillon de taille n de la loi de Bernoulli de paramétre p.

On rappelle que pour une variable aléatoire X qui suit une loi de Bernoulli, on a:
EX)=p et V(X)=p(-p).

Donc,ona:

ES)=EX;+X, ++X,)=EX)+EX)++EX,)=p+p+--+p=np
VS =VX, + X, +-+X,) =V(X) +V(X,) + -+ V(X,,) car X, X, ... X,, sont
indépendantes.

Donc:V(S) =p(1—p) +p(1—p)+--+p(1—p)=np(l—p)

Méthode : Calculer I'espérance, la variance et |'écart-type pour une loi binomiale

u Vidéo https://youtu.be/95t19fznDOU
u Vidéo https://youtu.be/MvCZw9oXIz4Q

On lance 5 fois de suite un dé a six faces.

On considére comme succes le fait d'obtenir 5 ou 6.

On considére la variable aléatoire S donnant le nombre de succés.
Calculer E(S), V(S) et a(S).

Correction
1
La variable aléatoire S suit |a loi binomiale de parameétres p = 3 etn =>5.
5
E(S) :5X—:§z 1,7
V(s) =5 1 2 10
=5X=-X=-=—
33 9
10 +10
S = _— —
a($) 7 =3

En moyenne, on peut espérer obtenir environ 1,7 fois un 5 ou un 6, en 5 lancers.

Partie 8 : Moyenne d’un échantillon
1) Définition

Exemple : On lance un dé a six faces et on considere la variable aléatoire X qui prend la
valeur 1 si le dé s’arréte sur un chiffre pair et la valeur 0 sinon.
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1
X suit donc une loi de Bernoulli de parameétre E

On répéte deux fois de suite cette expérience. On considére alors I’échantillon (
taille 2 de variables aléatoires X; et X, suivant la méme loi que X.

X,,X,) de

Il est ainsi possible d’évaluer le résultat d’une telle expérience en étudiant la variable

aléatoire moyenne de X; et X,.
On appelle M, la variable aléatoire moyenne de I'échantillon (X, X,).
Alors M, peut prendre les valeurs suivantes :

18

Valeur || Probabilité || Valeur || Probabilité | Probabilité Valeur de Probabilité
de X; de X; de X, de X, de (X1, X;) M, de M,
1 1 1 1 1 0+0 1
2 2 2 2 4 2 4
; 1 : L ESS SR LS
2 2 2 2 4 2 2 1 1 1
— 4 — = —
1 1 1 1 1| 1+0 1 || 4 4 2
2 2 2 2 4 2 2
1 1 1 1 1ty 1+t !
2 2 2 2 4 2 4
Et on a ainsi la loi de probabilité de M, :
1
k 0 - 1
2
1 1 1
P(M, =k — — —
(M, = k) 7 = i

Définition : Soit (X;, X5, ..., X;;) un échantillon de taille n de variables aléatoires
indépendantes suivant une méme loi.
La variable aléatoire moyenne M,, de |'échantillon est donnée par :

1
M‘l’l == E(Xl +X2 + .- +XTL)

2) Propriétés

Exemple :
On reprend I'exemple précédent.

- Calculons I'espérance de M, :

On retrouve I'espérance de la variable X.
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On comprend intuitivement que I'espérance de la variable aléatoire moyenne d’un
échantillon (X, X,, ..., X,,) est égale a I'espérance de la variable aléatoire X associée a cet
échantillon.
- Calculons la variance de M, :
1 1\ 1 /101 1 1\ 1
Vi) =3x(0-3) +3x(z-3) +3x(1-3) =3

v 1 1
= ——X—-—=
2 2

Alors que :

Ainsi la variance de la variable aléatoire moyenne est plus faible que la variance de la
variable d’origine.

De plus, la dispersion de la variable aléatoire moyenne diminue au fur et a mesure que la
taille de I’échantillon n augmente.

En effet, si I’échantillon devient plus grand, le nombre de situations pouvant donner des
valeurs proches de I'espérance augmente.

Ainsi, les valeurs prises par la moyenne deviennent de plus en plus probables dans un
voisinage de |'espérance.

Propriété : Soit une variable aléatoire X et soit un échantillon (X;, X5, ..., X,,) de taille n de
variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que X.

1 1
EM,) = E(X) V(M) =—V(X) a(My) = \/_EG(X)

Méthode : Calculer I'espérance, la variance et |'écart-type d’une variable aléatoire moyenne

u Vidéo https://youtu.be/06700avrbHQ

On consideére la variable aléatoire X qui prend, de facon équiprobable, les valeurs -4, 0, 1, 3
et 6.

M, est |la variable aléatoire moyenne d’un échantillon de taille 50 de la loi de X.

Calculer I'espérance, la variance et I'écart type de Ms,.

Correction
Par équiprobabilité, on établit le tableau de la loi de probabilité de X.

k -4 0 1 3 6
1 1 1 1 1
P(X =k) — — — — —
5 5 5 5 5
Onaainsi:
EX—1 4+1 0+1 1+1><3+1><6—12

1 1 1 1
VO =X (=4-12)% +2x (0-12 +x (1= 122 + 2 X (3 - 1,2)?

1
+2%(6-12)* =10,96
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o(X) =410,96 = 3,31

On en déduit :
E(Msy) = E(X) =1,2
1 10,96
V(Ms,) = 51/()() == = 0,2192
(Mso) = La(X) EELN 0,468
7Ms0) = 50 V50

Partie 9 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Propriété : Soit une variable aléatoire X. Pour tout réel strictement positif §, ona:

P(IX —E(X)| = 6) < Vg)

Tangente n°197 - Décembre 2020

Méthode : Appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

I! Vidéo https://youtu.be/4XMvglFnYwU

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de paramétresn = 20 et p = 0,1.
1) Appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec § = 20 (X). Interpréter.
2) Recommencer avec § = 30(X), puis 6 = 40(X). Que constate-t-on ?
3) a) Simuler N valeurs de la variable aléatoire X par une fonction en Python dans le but
d’estimer la probabilité P(|X — 2| = 20(X)).
On testera le programme pour différentes valeurs de N.
b) Au regard des résultats obtenus par le programme, peut-on penser que l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev a un caractere optimal ?
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Correction
1)EX)=20x01=2 V(X)=20x0,1%x09=1,8 o(X) =+1,8
Ainsi, on obtient :
V(X)
P(X —EX)| =20(X)) < —
(ZO'(X))

Ou encore : P(IX —2| = 2v18) <£0,25
La probabilité que I'écart de X a E(X) soit supérieur a 2d(X) est majorée par 0,25.

2)epourd =3a(X):

V(X)
P(X-EX)| =30(X)) <———
(30'(X))
Ou encore : P(lX — 2| = 3V1,8) S%
e pourd =40(X):
V(X)
P(X-EX)| = 40(X) < ———
(40'(X))

Ou encore : P(|X — 2| = 4v/1,8) < 0,0625

® On peut en déduire que les écarts de X a E(X) de quelques o deviennent improbables.

3)a) import random as rd >>> proba(1000)
import math 0.038
>>> proba(10000)
def simulX(): 0.0454
a=9 ,
for expe in range(20): ;);afcgba(lOOOOO)
if rd.randint(1,100)<=10: o Y
a=a+1 >>> proba(100000)
return a 9.04516

def proba(N):

echant=[simulX() for i in range(N)]
c=0
d=2*math.sqrt(1.8)
for e in echant:

if abs(e-2)>=d:

c=c+l

return c/N

b) On constate qu’un écart a E(X) supérieur a 20(X) est de probabilité souvent inférieure
0,05 (0,038 ; 0,0454 ; 0,04178 ; 0,04516) alors que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous
donne pour cette méme probabilité une majoration par 0,25. L’inégalité est donc loin d’étre
optimale.
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Partie 10 : Inégalité de concentration

Propriété : Soit la variable aléatoire moyenne M,, d’un échantillon de taille n de la variable
aléatoire X. Pour tout réel strictement positif §, on a :
V(X)

n o2

P(IM, —E(X)| 2 6) <

Méthode : Appliquer I'inégalité de concentration pour déterminer la taille d’'un échantillon

u Vidéo https://youtu.be/7Nk9U-zwWOA

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi de Bernoulli de parametre 0,2.

On considére un échantillon de n variables aléatoires suivant la loi de X.

On appelle M,, la variable aléatoire moyenne associée a cet échantillon.

Déterminer la taille n de I'’échantillon tel que la probabilité que la moyenne M,, appartienne
a l'intervalle 10,03 ; 0,37] soit supérieure a 0,95.

Correction
On cherche a calculer n tel que P(0,03 < M,, < 0,37) = 0,95
Dans I'idée d’appliquer I'inégalité de concentration, on fait apparaitre I’espérance de X dans
I'inégalité.
Or,E(X)=p=0,2
Ainsi, on cherche n tel que : P(0,03 — 0,2 < M,, — 0,2 < 0,37 —0,2) = 0,95
Soit: P(—0,17 < M, — 0,2 < 0,17) = 0,95
Soit encore : P(|M,, — 0,2] < 0,17) = 0,95
Et donc, en considérant I’événement contraire :
1-pP(M,—-02|>0,17) = 0,95
P(IM,, — 0,2] = 0,17) < 0,05

En prenant § = 0,17 dans I'inégalité de concentration, on a :
V(X)

> = 0,05.
n

P(IM,, — E(X)| = &) < 0,05, avec
or,V(X) =p(1—-p)=0,2%x08=0,16

0,16
<0,05. Etdonc:n >———
n 0,172 0,05% 0,172

Pourn > 111, la probabilité que la moyenne M,, appartienne a l'intervalle 10,03 ; 0,37[ est
supérieure a 0,95.

On cherche donc un entier n tel que : ~ 110,7

Partie 11 : Loi des grands nombres

Propriété : Soit la variable aléatoire moyenne M,, d’un échantillon de taille n de la variable
aléatoire X. Pour tout réel strictement positif §, on a :
lim P(|M, —EX)|=6)=0
n—-+oo
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Remargue : La loi des grands nombres traduit le fait que plus la taille de I’échantillon d’'une
variable aléatoire X est grande, plus I’écart entre la moyenne de cet échantillon et
I’espérance de la variable aléatoire X est faible.

Méthode : Appliquer la loi des grands nombres

u Vidéo https://youtu.be/fzuNxQSDTh8

Soit une variable aléatoire X d’espérance 3 et de variance 0,2.

Soit M,, la variable aléatoire moyenne d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X.
1) Déterminer un majorant de P(|M,, — 3| = 0,1) pour n = 100, pour n = 1000, puis pour
n = 10 000. Que constate-t-on ?

2) Démontrer et interpréter le résultat précédent.

Correction
1) D’apres I'inégalité de concentration, on a:
, 469

(1M, = E(X)| 2 8) < —
Soit, dans le contexte de |’exercice :

0,2 20

P(|M, -3]=>0,1) < nX—O,12 =
e Pourn = 100,ona:P(|M,, —3|=0,1) <0,2
® Pourn = 1000,0na: P(|M,, — 3| =0,1) < 0,02
® Pourn = 10000,0na: P(|M,, — 3| =0,1) < 0,002
On constate que plus n augmente, plus le majorant de la probabilité se rapproche de 0.

2) D’apres la loi des grands nombres, on a :
lirp P(IM,—EX)|=8)=0
n—->+oo

Soit, dans le contexte de I'exercice :
lirp P(|M,—-3=01)=0
n—->+oo

Plus la taille de I’échantillon est grande, plus I’écart entre la moyenne et I'espérance est
faible.

Méthode : Simuler des valeurs d’une variable aléatoire moyenne dans le but d’observer la loi
des grands nombres

On considere la variable aléatoire X qui prend ses valeurs de maniere équiprobable parmi
les entiers 1 a 5.

Et on nomme M,, la variable aléatoire moyenne d’un échantillon de taille n de la variable
aléatoire X.

a) Simuler 500 valeurs de la variable aléatoire M,, par une fonction en Python dans le but
d’estimer la probabilité P(|M,, — E(X)| = 6).

Tester le programme pour différentes valeurs de § et des valeurs de n de plus en plus
grande.

b) Que constate-t-on ?

c) Justifier et interpréter ce résultat.
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a) Comme il y a équiprobabilité et cing issues possibles, toutes les probabilités des valeurs

1
prises par X sont égale a E

Onaainsi:

1

5 5

1 1 1 1
—X24+=X3+=%X44+-%Xx5=3

5 5

Etdonc: P(|M,, —E(X)| = 6) = P(|M,, — 3| =9).

Programme permettant de simuler 500 valeurs de la variable aléatoire M,, dans le but
d’estimer la probabilité P(|M,, — E(X)| = 6):

Affichages en sortie :

import random as rd
import math

def simulMn(n):
S=[rd.randint(1,5)
Mn=sum(S)/n
return Mn
def echantMn(d,n):
echant=[simulMn(n)
c=0
for e in echant:
if abs(e-3)>=d
c=c+1
return c/500

0.304

0.002

>>> echantMn(0.5,10)

>>> echantMn(0.5,100)

for i in range(n)]

>>> echantMn(0.2,10)
0.712

>>> echantMn(0.2,100)
0.186

>>> echantMn(0.2,1000)
0.9

for i in range(500)]
0.924

: 0.514

0.03

0.0

>>> echantMn(0.1,10)
>>> echantMn(0.1,100)
>>> echantMn(0.1,1000)

>>> echantMn(0.1,5000)

b) On constate que, dans tous les cas, plus n augmente, plus la probabilité
P(|M,, — E(X)| = &) se rapproche de 0.

c) D’apreés la loi des grands nombres, on a:

lim P(|M, — E(X)| = 6)
n—-+oo

=0

Soit, dans le contexte de I'exercice :

lim P(|M,—3|=68)=0
n—-+oo

Plus la taille de I’échantillon est grande, plus I’écart entre la moyenne de cet échantillon et
I’espérance de la variable aléatoire X est faible.
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