LES SQUITES (Oagrtie 1)

|. Raisonnement par récurrence

1) Le principe

C'est au mathématicien italien Giuseppe Peano (1858 ; 1932), ci-contre,
que l'on attribue le principe du raisonnement par récurrence. Le nom a
probablement été donné par Henri Poincaré (1854 ; 1912).

On considére une file illimitée de dominos placés céte a cote.
La régle veut que lorsqu'un domino tombe, alors il fait tomber
le domino suivant et ceci a n'importe quel niveau de la file.

Alors, si le premier domino tombe, on est assuré que tous les
dominos de la file tombent.

tombe ?

domino n°1
domino n°2
domino n°3
omino n° k

tombe! tombe ?

“BE B’

domino n° k+1

INITIALISATION HEREDITE

a vérifier au(x) HYPOTHESE: ADEMONTRER:
premier(s) rang(s) Supposons vraie vraie aurang k+1
au rang k fixé

Définition : Une propriété est dite héréditaire a partir du rang no si lorsque pour un
entier k > no, la propriété est vraie, alors elle est vraie pour l'entier k+1.

Dans I'exemple, si on suppose qu'un domino (k) tombe alors le domino suivant (k+1)
tombe également.

Principe du raisonnement par récurrence :
Si la propriété P est : - vraie au rang no (Initialisation),

- héréditaire a partir du rang no (Hérédité),
alors la propriété P est vraie pour tout entier n > no.

Dans l'exemple, le premier domino tombe (initialisation). Ici no= 1.
L'hérédité est vérifiée (voir plus haut).
On en déduit que tous les dominos tombent.
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Remarqgue : Une démonstration par récurrence sur les entiers est mise en ceuvre
lorsque toute démonstration "classique" est difficile.

2) Exemples avec les suites

Méthode : Démontrer par récurrence I'expression générale d’une suite

B3 Vidéo https:/iyoutu.be/HEXJ2tB1 fq

On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u,,,.; = u, + 2n + 3 et
ug = 1.

Démontrer par récurrence que : u, = (n + 1)2.

e Initialisation : - Le premier domino tombe.

(0+1)2 =1 = u,.

La propriété est donc vraie pour n = 0.

o Hérédité :
- Hypothése de récurrence : -2 On suppose que le k-iéme domino tombe.
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : u, = (k + 1)2.
- Démontrons que : > Le k+1-iéme domino tombe-t-il ?

La propriété est vraie au rang k+1, soit : u,.,; = (k + 2)2.

Ur+1 = Uy + 2k + 3, par définition
= (k + 1) + 2k + 3, par hypothése de récurrence
=k*+2k+1+2k+3

=k?+4k+4
= (k + 2)2 > Le k+1-iéme domino tombe.
e Conclusion: = Tous les dominos tombent.

La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : u,, = (n + 1)2.

Méthode : Démontrer la monotonie par récurrence

B3 Vidéo https:/lyoutu.be/nMnLaE2RAGK

1
On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u,,,, = 3 u, + 2 et

u0=2.

Démontrer par récurrence que la suite (u,) est croissante.

On va démontrer que pour tout entier naturel n,ona: u,,; = u,

1 1 8
o Initialisation:u0=2etu1=§u0+2=§x2+2=§>2

donc u; = uy
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o Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier & tel que la propriété soit vraie : u,,; = uy.
- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k+1 : U, = Upiq-

1 1 1 1
On a uyy, = u, donc: gukﬂ > guk et donchkJr1 +2> Eu" + 2 soit ugyp = Upyq-

e Conclusion :

La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : u,,,; = u,, etdonc la
suite (u,) est croissante.

3) Inéqalité de Bernoulli

Soit un nombre réel a strictement positif.
Pour tout entier naturel n,ona: (1+a)" =1 + na.

Démonstration au programme :

3 Vidéo https:/lyoutu.be/H6XJ2tB1 fq

¢ Initialisation :
- La propriété est vraie pour n = 0.
Eneffet, (1+a)°=1et1+0xa=1.

o Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : (1 + a)* > 1 + ka

- Démontrons que : la propriété est vraie au rang k+1, soit :
A+a)*"*'>1+(k+ Da

(1 + a)* > 1 + ka, d'aprés I'nypothése de récurrence.
Donc:(1+a)(1+a)*> 1+ a)(1+ ka)

Soit: (1+a)*'>1+ka+a+ ka?

Soitencore: (1+a)**'>1+ (k+1a+ka?>1+ (k+ 1)a, car ka? > 0.
Etdonc: (1 +a)*** > 1+ (k + Da.

e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n.

Remarqgue : L'initialisation est indispensable sinon on peut démontrer des propriétés
fausses !

En effet, démontrons par exemple que la propriété "2" est divisible par 3" est
héréditaire sans vérifier l'initialisation.
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Supposons qu'il existe un entier k tel que 2* est divisible par 3.
2k+1=2kx 2 = 3px 2, ol p est un entier (d'aprés I'nypothése de récurrence).
= 6p
Donc 2¢*' est divisible par 3. L'hérédité est vérifiée et pourtant la propriété n'est
jamais vraie.

25] I
ll. Limite finie ou infinie d'une suite

20

1) Limite infinie

15| e
Exemple :
La suite (u,) définie sur N par u,, = n? a pour limite +oo. 10. 5
En effet, les termes de la suite deviennent aussi grands que l'on T
souhaite & partir d'un certain rang. 51--
Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle ]a ; +oo[ contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang. —O»a—ﬁ

Définitions : - On dit que la suite (u,) admet pour limite +oo si tout intervalle Ja ; +oo],
a réel, contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

lim u, = +oo.
n—-+oo

- On dit que la suite (1,) admet pour limite —oo si tout intervalle |—o ; b, b réel,
contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

lim u, = —oo.
n—-+oo n
Algorithme permettant de déterminer un rang a Langage naturel
partir duquel une suite croissante de limite infinie Entrée
est supérieure a un nombre réel A : Saisir le réel A
On considére la suite (u,) définie par u, = 2 et Initialisation

Affecter a n la valeur O

pour tout entier 7, un,; = 4uy,. Affecter a u la valeur 2

Cette suite est croissante et admet pour limite +oo.
Traitement des données

Voici un algorithme écrit en langage naturel : Tantque u <A
Faire
Affecter a nla valeur n + 1
En appliquant cet algorithme avec A = 100, on Affecter a u la valeur 4u

obtient en sortie n = 3. Sortie
A partir du terme u3, la suite est supérieure a 100. | Aticher n

En langage calculatrice et Python, cela donne :

B vidéos dans Ia Playlist :
https://Iwww.youtube.com/playlist?list=PLVUDmbpupCarZdaGUMO7DV35pi1l8zlJZ
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TI CASIO Python
PROGRAM: SELUIL ======5ELIIL def seuil(a):
: InFut A A=""+A« n=0
s BN A+Ha
Al 23 u=2
tWhile U<A While <A while u<a:
tH+1+H MH+1-+Ha n=n+1
e g Ul 4 g _a
:End WhileEnds« u=s7u
t0isF M M return(n)
2) Limite finie

1
Exemple : La suite (u,) définie sur N* paru,, =1+ 0z a pour limite 1.

En effet, les termes de la suite se resserrent autour de 1 a partir d'un certain rang.
Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 1, tous les termes de la suite
appartiennent a cet intervalle a partir d'un certain rang.

He
L
9
L
L]
o
L]
L]

Définition : On dit que la suite (u,) admet pour limite L si tout intervalle ouvert

contenant L contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

lim u, =L.
n—-+oo

Une telle suite est dite convergente.

Définition : Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

Remarque :
Une suite qui est divergente n'admet pas nécessairement de limite infinie.

Par exemple, la suite de terme générale (—1)™ prend alternativement les valeurs —1
et 1. Elle n'admet donc pas de limite finie, ni infinie. Elle est donc divergente.

3) Limites des suites usuelles

Propriétés :
- lim n =400, lim n? = 4o, lim vn = +o.
n—+o0o n—+oo n—+oo
.1 . 1 . 1
- lim ==0, lim ==0, lim —=0.
n—-+ocon n—+oo n? n—-+ooVn

, . . 1
Démonstrationde : lim — =10
n-+ocon

Soit un intervalle quelconque ouvert |—a ; a[, a réel positif non nul, contenant O.

1 1 1
Pourtoutn,telque:n>;,ona:0<;<aetdonc;e]—a;a[
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Ainsi, a partir d'un certain rang, tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle

|]—a;al etdonc lim 1_o.
n-+oon

[1l. Opérations sur les limites

B3 Vidéo https:/iyoutu.be/v7ThD6s3thps

1) Limite d'une somme

lim u, = L L L 400 —00 +00
n—-+oo
lim v, = L' +o0 —0 +o0 ) —00
n—-+oo
nl_i)gloo U, +v, = L+L' +00 —0 +00 —o0 F.I.*
* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.
Exemple : liIP n?+n=7?
n—-+oo
lim n? = +w et lim n = +oo.
n—+oo n—+oo
D'aprés la régle sur la limite d'une somme : lirp n?+n=+o
n—-+oo
2) Limite d'un produit
Jim o, = L |L>0|L<0|L>0|L<0| 40 | —oo | +o0 | 0
nl—l>I-|I-loo Vn = L' +oo +oo —0o0 —00 +0oo —00 —0o0 +ooo:u
nl—i>I-|I-loo UpVp = LL' +o00 —00 —00 +00 +00 +o0 —00 F.l.
Exemple : lim (i + 1) (n?+3) =7
n—+oo \/ﬁ
. 1 . 1
i, =0 donc iy ((+1) =1
et lim n? = +oodonc lim (n?+3) = 4+
n—+oo n—+oo
D'apres la regle sur la limite d’'un produit : lirzl (\/iE + 1) (n?+3) =+
n—-+oo
3) Limite d'un quotient
lim u, = L>0|L<0|L>0|L<0O + 00
n—-+o L L ou ou ou ou 0 + o0 + o0 —00 —00 ou
+ oo —00 + o0 —00 —00
lim v, = +o0 | 0 0 0 0 +0oo
n-+oo L'#£0 ou avec | avec | avec | avec 0 L'>0|L'<0|L'>0|L'<0| ou
—oo |1, >0 1v,>0 v,<0 v, <0 —00
. Un L
lim — = _ 0 400 | —00 | —00 | 400 F.l. 400 | —00 | —00 | 400 F.l.
n—-+oo vn LI

Yvan Monka - Académie de Strasbourg — www.maths-et-tiques.fr




=7

Exemple : lim —;
n—-+oc —n<-=3

lim n? = 4o donc lim —n? = —w etdonc lim —n? -3 = —oo

n—-+oo n—+oo n—-+oo

D'apres la regle sur la limite d'un quotient : hm —
oo —

=0

Remarque :
Tous ces résultats sont intuitifs. On retrouve par exemple, un principe sur les

opérations de limite semblable a la régle des signes établie sur les nombres relatifs.
Il est important cependant de reconnaitre les formes indéterminées pour lesquelles il
faudra utiliser des calculs algébriques afin de lever l'indétermination ou utiliser
d'autres propriétés sur les calculs de limites.

Les quatre formes indéterminées sont, par abus d'écriture

w wll "O X wll ll t " n

Méthode : Lever une indétermination

3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/RQhdU7-KLMA
3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/wkMieHBnyqU
B vidéo https:/lyoutu.be/loytWsU4pdQ

3 Vidéo nhttps:/lyoutu.be/SFEHRHdbnwQ

Déterminer les limites suivantes :

. 5n’+4
a) nl_l)moon -5n+1 b) n1—1>1-|1-100n 3vn c) n1—1>1:|1-100 42530
) lim 214 e) lim vn+2—n
—4o00 Tl+3 n—+oo
a)s lim n?=+4wet lim -5n+1=—-w
n-—-+oo n—-+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — 0",

* Levons l'indétermination en factorisant par le monéme de pus haut degré :

5n 1 5 1
n2—5n+1=n2(1——+ ) nz(l——+—2)
n on

5 5 1
*Or lim —=0et lim i =0donc lim 1—-—+— =1 par limite d'une somme.
n-o+o N n-+oo n n—-+oo n n

Et lim n? = 40 donc lim n? (1 —%+n—12) = +oo par limite d’un produit.

n—+oo n—+oo

Soit: lim n? —=5n+1 = +4oo.

n—->+oo
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b)s lim n=+4owet lim 3Vn =+

n—-+oo n—-+oo
Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — ™.

* Levons l'indétermination :
3vn 3(vn)"\ 3
n— 3\/_—11(1——) n(l— - >_n(1_\/_ﬁ)

. . 3 H H 1 H .
*Or nl_l&loon = +oo et nl_l&loo 1-— N 1 donc par limite d'un produit :

) 3
nl_l)I_IFlooTl(l —\/.—7_1) = 400
Soit: lim n—3Vn = 4w

n—-+oo

c)* lim 5n?+4 =+wet lim 4n? +3n =+

n—+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type " —

* Levons l'indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par le
mondme de plus haut degré :

5n2+4 n? St S5+

_ = — X
4n?+3n n? 443 4+%

4 4
*Or lim — =0donc lim 5 = 5 par limite d’'une somme.
n-+oco N n—-+o n

3
On prouve de méme que : lim 4 + — =4,

n—+oo

5+ .

r limite d'un ient : li ==

Donc, pa te d'un quotient lim 4+E 7

5n2+4 _>5

li .
Et donc: n—IHlOO 4n243n 4

d)s lim 3n?+n=+owet lim n+3=+w

n—+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "—

* Levons l'indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par le
mondme de plus haut degré :
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3n2+n_nzx3+§ 3+-
n+3 n 1432 1432
n n

1 1
*Or lim —=0donc lim 3 + — = 3 par limite d’'une somme.

n-+c N n—-+oo

3
On prouve de méme que : lim 1 + —=1.

n—-+oo
3+111
Donc, par limite d'un quotient: lim —35 =
n—-+oo 1+_
n
3+%
Etdonc lim n X —35 = 400 par limite d’un produit.
n—-+oo 1+_
Soit lim 3t _ 4o,
n-+oo n+3 -

e)e lim Vvn+2=+4owet lim Vn=+o

n—+oo n—-+oo
Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oo — ™.

* Levons l'indétermination par la méthode de I'expression conjuguée :

(Vn+2—+vn)(Vn+2++/n)
Vn+2++n

_(nt2) - Vo)’
 Vnt2+vn

o n+2-n

CVn+2+n

2
T Vnt2+vn

* Or par limite d'une somme liIP Vn+2++Vn=+w
n—-+oo

¥z =

2 - .
Etd li =0 limite d’'un quotient.
one: A, mdatvn - Par g

Soit: lim vn+2—+vn=0.

n—-+oo
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