FONCTION DERIVEE

|. Dérivées des fonctions usuelles

Exemple :
Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x".

Calculons le nombre dérivé de la fonction f'en un nombre réel quelconque a.

fla+h—fa) (a+h) —a* & +2ah+ i —d’
h - h - h
fla+h)-f(a)
h

Pour 7#0 :

Or: lim =lim2a+h=2a

h—0

=2a+h

Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction fégal a 2a.
On a donc défini sur R une fonction, notée /' dont I'expression est f'(x)=2x.

Cette fonction s'appelle la fonction dérivée de f.

Le mot « dérivé » vient du latin « derivare » qui signifiai
cours d’eau ».
Le mot a été introduit par le mathématicien franco-italie

(au sens de "provenir") d'une autre fonction.

t « détourner un

n Joseph Louis

Lagrange (1736 ; 1813) pour signifier que cette nouvelle fonction dérive

Définitions : Soit f'une fonction définie sur un intervalle |.

On dit que f'est dérivable sur | si elle est dérivable en tout réel x de .

Dans ce cas, la fonction qui a tout réel x de | associe le nombre déri
appelée fonction dérivée de fet se note /.

vé de f'en x est

Formules de dérivation des fonctions usuelles :

Fonction f Ensemble de Dérivee Ensemble de
définition de f définition de 1’
f(x)=a, aeR R f'(x)=0 R
f(x)=ax, aeR R f'(x)=a R
f(x)=x’ R f'(x)=2x R
fx)=x" Vo T
n>1 entier R Sx)=nx R
()=~ R \(0) F@=-s R \(0)
X X
1
S(x)= - R \{0} fi(x)=— Zl R \{0}
n2>1 entier *
1=V (051 1= Joi=[
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Exemples :
3 vidéo https:/lyoutu.be/9Mann4wOGJA

1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x" alors f'est dérivable sur R eton a
pour tout x de R, f'(x)=4x".

2) Soit la fonction f'définie sur R \{0} par f(x)zi5 alors f'est dérivable sur ]—oo;O[ et
X

6 "

sur ]O;+oo[ et on a pour tout x de R0}, f'(x)= 2
X

Démonstration pour la fonction inverse :

Soit la fonction f'définie sur R \{0} par f(x)= l

x
1 1 a—a-—h
Pour h#0 et hz—a: LOTN =S _avh qo_alarh 1
A A h a(a+ h)
or: pmLetm=s@ 1 1
h—0 h -0 a(a+h) a’

Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction fégal a ——.
a

Ainsi, pour tout x de R \{0}, on a: f'(x)z—i

P
X

[I. Opérations sur les fonctions dérivées

Exemple :
Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x+x".
Pour h#0 :

Sfla+h)— f(a)

h
a+h+(a+h)2—a—a2
h
_a-+—h+az+2ah+hz—a—a2
h

_ h+2ah+h’

ok

flat+h) - f(a)
h

=1+2a+h

=£irr011+2a+h=1+2a

donc lim
h—0

alors f'est dérivable sur R eton a pourtoutxde R, f'(x)=1+2x.
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On pose pour tout x de R, u(x)=x et v(x)=x". Onaainsi: f(x)=u(x)+v(x).
Pourtoutxde R, u'(x)=1 et v'(x)=2x.
On constate sur cet exemple que : f'(x)=u'(x)+v'(x).

Soit encore : (u + v)'(x) =u'(x)+v'(x)

Formules d'opération sur les fonctions dérivées :

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

u+v est derivable sur | (u+v)': W't
ku est dérivable sur |, ou k est une constante (ku)' Sy
uv est dérivable sur | (uv)' = oy s
y 0y ‘ 1
— est dérivable sur |, ou u ne s'annule pas sur | l __u
u u uz
] N ' ', '
— est dérivable sur I, ou v ne s'annule pas sur | Ul T
v V2
Démonstration pour la somme et l'inverse :
. ' (u+v)(a+h)—(u+v)(a)
- On veut démontrer que :lim P =u'(a)+v'(a).
h—0

(u+v)(@+h) = (u+v)(@) _u(a+h)+va+h)—u(a)-va) _u(a+h)-ua) L Wath)=va)

Comme u efiv sont dérivables sur l,onak h h
lim 4 =u@) oy et i XEED V@
h—0 h h—0
h —
donc : %irr(}(quv)(aJr })l (u+v)(a) =u'(a)+v'(a).
1 1 1 1
- h—| - -
m(“ : (uj(a) _u(a+h)_ua)
- h - h
_u(a)—u(a+h)__u(at+h)—u(a)>< 1
- hu(a)u(a+ h) B h u(a)u(a+ h)
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(s .
donc : lim~~ ! =—u'(a) X == (a)2 .
h—=0 h u(a)u(a) (u(a))

Méthode : Calculer les dérivées de sommes, produits et quotients de fonctions

(> | Vidéo https:/lyoutu.be/ehHoLK98Ht0
23 Vidéo nttps:/iyoutu.be/1fOGueiO_zk
(> | Vidéo https:/lyoutu.be/OMsZNNIldrw
3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/jOuC7ag3ykMm
3 vidéo https:/lyoutu.be/-MfEczGz_6Y

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1) fi(x)=5x" 2) f,(x)=3x" +4x 3) fi(x)=

2x° +5x
6x -5
4) f,(x)=(3x* +4x)(5x-1) 5) fiv)=——
1) f(x)=5u(x) avec u(x)=x" — u'(x)=3x"
Donc : f'(x)=5u'(x)=5X 30" =15x7.
2) fi(x)=u(x)+v(x) avec u(x)= 3x° = u'(x)=6x
2

v(x)= 4\/;%v'(x)= 4L =—=

2Nx B \/;
2
Donc: f'(x)=u'(x)+Vv'(x)=06x+—F—.
: Jx
3) fi(x)= % avec u(x)=2x +5x = u'(x)=4x+5
u(x

Donc : £,'(x)=— u'(x) __ 4x+5

(11(.\‘))2 (2,\': +5x)2 .

4) f,(x)=u(x)v(x) avec u(x)= 3x* +4x = u'(x)=6x+4
v(x)=5x-1-v'(x)=5
Donc:
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S0y =u'()v(x)+u(opw'(x)= (6,\' + 4)(5x - 1) + (3.,\‘2 + 4)() x5
=30x” —6x+20x —4+15x" +20x
=45x> +34x—4

u(x)

/
v(x

5) fi(x)=

avec u(x)=6x—5 > u'(x)=6

v(x)=x"=2x* —1->v'(x) =3x" — 4x

Donc :
£(x)= u'(x)v(x)— u(zx)v'(x)
(v)
6(x" =227 =1) = (6~ 5)(3x” — 4x)
(x3 —2x% - 1)2
B 6x° —12x" —6—18x" + 24x> +15x* — 20x
(x3 —2x% - 1)2
_—12xX°+27x° —20x -6
(x3 —2x% — 1)2

Un logiciel de calcul formel permet de vérifier les résultats :

i((&x2+4-x)-(5-x—1)) St
ax

a 6x—5 -(12'X3—27'x2+20'x+6)
dxl 3 521 (2 -2a2-1)

[Il. Application a I'étude des variations d'une fonction

Théoréme : Soit une fonction f'définie et dérivable sur un intervalle I.
- Si f'(x)<0, alors f'est décroissante sur .

-Si f'(x)=0, alors fest croissante sur I.

- Admis -

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




Méthode : Dresser le tableau de variations d'une fonction
(> | Vidéo https:/lyoutu.be/23 Ba3NO0fu4

Soit la fonction f définie sur R par f(x)=x’ +%x2 —12x+5.

1) Etudier les variations de f'et dresser le tableau de variation.
2) Dans repére, représenter graphiquement la fonction f.

1) Pour tout x réel, ona: f'(x)=3x"+9x—12.
Commencons par résoudre I'équation f'(x)=0 :
Le discriminant du trindme 3x>+9x—12 estégal a A =9%—4 x 3 x (-12) = 225

—9-+225 _9+V25

L'équation possede deux solutions : x, = 4 et x,
2%x3 2%x3
On en déduit le tableau de variations de f:
X —oo -4 1 +oco
X : ® : d -
61
!
3
2
R 79.5 %y
m\\w X
-0 ! 10

f10c)=x> +4.5 x% = 12-x+5

» -79.5
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V. Extremum d'une fonction

Théoréme : Soit une fonction f'définie et dérivable sur un intervalle ouvert I.
Si la dérivée f' de f's'annule et change de signe en un réel ¢ de | alors fadmet un
extremum en x = c.

- Admis -

Méthode : Rechercher un extremum
(> | Vidéo https:/lyoutu.be/zxyKLgnIMlk

La fonction £ définie sur R par f(x)=5x"-3x+4 admet-elle un extremum sur R ?

Pour tout x réel,ona: f'(x)=10x-3

3
Et: 7'(x)=0 =—.
f'(x) pour x 10

On dresse alors le tableau de variations :

X 3
—00 J— ~+o0
10
f'(x) - ) +
f

71

20
En effet : f(i)=7—l
10) 20

La fonction fadmet donc un minimum égal a ;—(1) en xz%.
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