EQUATIONS POLYNOMIALES

Partie 1 : Equations du second degré dans C

Définition : Soit a, b et c des réels avec a # 0 et z un nombre complexe.
On appelle discriminant du trinéme az? + bz + ¢, le nombre réel, noté A, égal a
b? — 4ac.

Propriété :
-Si A>0:L'équation az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions réelles distinctes :
—b+VA —-b—VA
Zl == et Zz = .
2a

-Si A=0:L'équation az? + bz + ¢ = 0 a une unique solution réelle : z, = — —

2a
-SiA<0:L'équation az? + bz + ¢ = 0 a deux solutions complexes conjuguées :
—b+ivV-A -b—iv-A
Zy=———¢etz, =—.
2a 2a

Démonstration :
On met le trinéme sous sa forme canonique (Voir cours de la classe de 1°) :
b )2 b? — 4ac

azz+bz+c=a<z+—
2a 4q

En posant A = b%2 — 4ac :

az®+bz+c=0
2

cazty) =1 @0
a\? 2a)  4a @

(+2) = oo
= —) =—
d 2a 4q?

-SiA>0:
N b | A N b A
2724~ |aa? ow z 2a 4q?
VA b _ YA b
Z_Za 2a ou z= 2a 2a
o _ ) —b+VA —b—VA
L'équation a deux solutions réelles : z; = et z, = vq
-Si A =0:L'équation peut s'écrire :
b 2
+—) =0
<Z 2a>
’ . . 7 b
L'équation n'a qu'une seule solution réelle : z, = — z.
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-Si A< 0:L'équation peut s'écrire :

b\? —A
<z+—) =i?— (cari*=-1)

2a 4q?
Donc :
b —A b —A —A
Z+z_l F ou Z+2—:—l W (carm>0)
il —A b _ iv—A b
T 2a 2a o z= 2a 2a
, . . —b+iv-—-A —b—iv-A
L'équation a deux solutions complexes : z; = EYEE et z, = 2a

Méthode : Résoudre une équation du second degré dans C

u Vidéo https://youtu.be/KCnorHy5FE4

Résoudre dans C les équations suivantes: a)z?+5=10 b)z2+3z+4=0

Correction
a)z?+5=0
z?=-5
z%? = 5j?
Donc:z = iV5 ou z = —iv/5

Les solutions sont donc iv/5 et —iv/5.

b) z2+3z4+4=0
On calcule de discriminant A du trindbme : A =3%2 —4 x 1 x 4 = =7

A < 0 donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

—3+4iV7 —3—i\7
Z =" et z, ="
__3,V7, 3 V7
Tt —TT 2t

Propriété : La somme S et le produit P des racines d’un polyndme du second degré de la

b c
forme az? + bz + c sontdonnés par: S = —— etP =—.

a a
Exemple :

On a vu dans la méthode précédente que I’équation z% + 5 = 0 posséde deux racines : V5
et —i/5.

Ainsi: S =iV5—iV5=0et P =iV5x (-ivV5) =5

En appliquant, les formules de la propriété, on retrouve ces résultats :

S = O—O tP—5—5
=—7=0e =7=5
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Partie 2 : Equations de degré n dans C

1) Définition

Définition : Une fonction polyndme (ou polynéme) P est une fonction de C dans C de la
forme P(z) = ay + a;z + ayz? + --- + a,z", ol ay, a4, Ay, ..., A, (a, # 0) sont les
coefficients réels de P.

L'entier n est appelé le degré du polyndbme P.

Propriété : Si une fonction polyndme est nulle, alors tous ses coefficients sont nuls.

2) Racine d’un polynéme

Définition : Soit un polynéme P. Un nombre complexe a s’appelle racine de P si P(a) = 0.

Exemple :
Les nombres complexes i et —i sont les racines du polynéme z2 + 1.

Théoréme : Soit un polyndme P définie par P(z) = z™ — a™ ou n est un entier supérieur ou
égal a 2.
Alors il existe un polyndme Q de degré n — 1, tel que P(z) = (z — a)Q(2)

Démonstration au programme :
-Sia = 0: Cest évident.
-Sia=1:
Ona:z(z"1+z"24+2" 3+ +z4+1)=2z"+2" 1+ 2" 2+ 4+ 22 + 2
1" T+ 2" 24+ 2" 3 b z+ 1) =201+ 272 4 23 4 o+ 24+ 1
En soustrayant membre a membre, ona:
z-DE"14+z"2 423+ z+1)=2"-1
-Sia # 0 quelconque :

On remplace z par z/a dans I'égalité ci-dessus :
n—-1 n—-2 Zn—3 n

Z z z z
(E— 1)(0,"_1 +an_2 +an_3 +"'+E+ 1> :F_ 1
Soit en multipliant chaque membre par a™ :
z—a)Z" +az" 2?2+ a?z" 3+ -+ a*2z+a"vl) =z —
Il existe donc un polynéme Q(z) = z" 1 + az™ 2 + a?z" 3 + -+ a2z + a™ ! de degré
n—1,telque P(z) = (z—a)Q(2).

Corollaire : Soit un polynéme P de degré n. Si a est une racine complexe de P, alors il existe
un polynéme Q de degré n — 1, tel que P(z) = (z — a)Q(2).

Démonstration au programme :
Comme a est une racine complexe de P,ona: P(a) = 0.
Donc:
P(z) =ag+aiz+ az* + -+ a,z" — P(a)
=ay+ a;z+ ayz? + -+ a,z" —ay, — a;a — a,a® — - — azat
=a;(z—a)+a,(z2—a?) + -+ a,(z"— a")
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Or, pour tout k compris entre 1 et n, il existe un polyndéme Qj,_; de degré k — 1, tel que :
z¥—a* = (z — a)Qi-1(2).

Donc: P(z) = a;(z — a)Qo(2) + ax(z — a)Q1(2) + - + a,(z — a)Qp—1(2)
=(z—-a)(a;Q0(2) + a20:(2) + -+ a,Qn-1(2))

Il existe donc un polyndme Q de degré n — 1, tel que : P(2) = (z — a)Q(2).

Corollaire : Un polyn6me de degré n admet au plus n racines.

Démonstration au programme :

Supposons que les nombres complexes a4, @5, ..., @, sont des racines deux a deux distincts

du polynéme P.

Alors il existe un polynéme Q; tel que : P(2) = (z — @1)Q,(2).

Or,0 =P(ay) = (a; —a1)Q:(ay) eta, —a; # 0.

Donc Q,(a,) = 0.

Ainsi, il existe un polynéme Q, tel que : Q;(2) = (z — a;)Q,(2).

Etdonc:P(z2) = (z — ay)(z — a;,)Q,(2).

En continuant ainsi avec des polyndmes (3, Q4, ... @p, On obtient :
Pz)=Gz—a)(z—ay)(z— a3) .. (z — ap)Qp(z).

On en déduit que le polynéme P est de degré p + degré(Q,) = p.

Méthode : Factoriser un polyndme dont une racine est connue

u Vidéo https://youtu.be/1Y-JtI6nNXU

Factoriser dans C le polynéme : P(z) = z3 + z2 + 4z + 4.

Correction

P est un polynéme de degré 3, il admet au plus 3 racines.

On cherche une racine évidente de P en testant des valeurs entiéres « autour de 0 ». On
peut tester également i ou —i.

Il sera ensuite aisé de déterminer la ou les autres racines qui sont au plus au nombre de 2.
On constate que z = —1 est une racine évidente de P :

P(=1) = (=1 + (=1)2 + 4(=1) + 4 = 0

Dong, il existe un polyndme Q de degré 2, tel que : P(z) = (z + 1)Q(2).

Onadonc:

z3+z2+4z+4=(z+1)Q(2)
z3+z2+4z+4=(z+ 1)(az? + bz +¢)
z3+z2+4z+4=az3+bz*+cz+az? +bz+c
3+ z2+4z+4=az3+(b+a)z?+(c+b)z+c

Ainsi, en procédant par identification, ona:

a=1 a=1
b+a=1 __ _
c+b=4SOIt b=0

c=4
c=4
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On en déduit que : Q(z) = z2? + 4.
Or, il est possible de factoriser Q :

Q(z2)=2z%2+4=(z—-2i)(z + 2i)
Eneffet:z2+4=0 & z=2iouz=—2i

Onaainsi: P(z2) = (z+ 1)(z — 2i)(z + 2i).

Méthode : Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels dont une racine est
connue.

u Vidéo https://youtu.be/KgghKmQ9gOk

Résoudre dans R I'équation x3 + x2 —3x + 1 = 0.

Correction

Onpose P(x) = x3 + x? —3x + 1.

On voit que x = 1 est une racine évidente de P. Donc il existe un polyn6me Q, de degré 2,
telque: P(x) = (x — 1)Q(x).

Onadonc:

x3+x2-3x+1=(x—-10Q(x)
x3+x2—-3x+1=(x—1)(ax? +bx +¢)
x3+x?—-3x+1=ax3>+bx?*+cx—ax?*—bx—c
x3+x?—-3x+1=ax3+b—-a)x*+(c—b)x—c
Ainsi, en procédant par identification, ona:

a=1
b—a=1 a=1
soit {b = 2
c—b=-3
c=-1
—c=1

Donc: P(x) = (x — 1)(x% + 2x — 1).

L’équation x3 + x2 — 3x + 1 = 0 peut s’écrire (x — 1)(x? + 2x — 1) = 0.
Soit:x—1=0o0ux?2+2x—1=0
x=1 A=8
-2—-+8
=—
oux =—1++2
S={-1-v2; -1++2;1}

=-1-+2
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