NOMBRES COMPLEXES - chapitre 2/2

Partie 1 : Formules de trigonométrie

1) Formules d'addition

Propriété : Soit a et b deux nombres réels quelconques. On a :
cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb
sin(a + b) = sinacosbh + cosasinb

Démonstrations :

Onavu que : el(@*h) = plapib

Soit: cos(a + b) + isin(a + b) = (cosa +isina) X (cosb + isinb)

cos(a+b) + isin(a+b) =cosacosb+i cosasinb +isinacosb —sinasinb
cos(a+b) + isin(a+ b) =cosacosb —sinasinb + i (cosasinb + sina cos b)

D'ou:
cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb
sin(a + b) = cosasinb + sinacos b

Remarques : En remplacant b par —b, on a également les formules :
cos(a —b) = cosacosbh +sinasinb
sin(a — b) = sinacosbh —cosasinb

Méthode : Transformer a I'aide des formules d’addition a cos (wt) + b sin (wt) en
A cos (wt + @)

u Vidéo https://youtu.be/8NdfUiLazZAc

On considére la fonction f définie sur R par : f(t) = V3 cos(3t) + sin(3t).
Ecrire f sous la forme : f(t) = A cos(3t + ¢), avec A et ¢ a déterminer.

Correction
Ona: f(t) = V3 cos(3t) + 1sin(3t).
Onpose:a =+/3eth =1

Onaalors: A =+a? + bh? = \/§2+12=2

f@) /3 cos(3t) + 1sin(3t)
A 2

V3 1
== cos(3t) + Esin(?)t)

3 1
= gcos(?)t) — <— E) sin(3t)
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Ceci dans I'idée de pouvoir appliquer la formule cosa cos b — sinasinb = cos(a + b)

On cherche donc ¢, tel que :

et

convient.

Ainsi, d’apres la premiere formule d’addition, on a:

% = cos(3t) — sin(3t) = cos (—%+ 3t)
Soit encore :

f(©) T

T = COS (Bt - g)

f(t) = 2cos (31: — %)

Méthode : Calculer des valeurs de cos et sin a I'aide des formules d'addition

u Vidéo https://youtu.be/WcTWAazcXds

5w . 5m
Calculer: Cos 7> et sinT>
Correction
St (n+n) . om (7T+T[)
coslz—cos 2tz smlz—sm 2 te
— ToosE _sintaint = sins E+coszsinz
cos4cos6 51n4$1n6 sm4cos6 2 ¢
V2 V3 V2 1 _V2 V3 V2 1
2 2 T2 %2 T X2 T2 %3
V6-v2 R
=— =—

2) Formules de duplication

Propriété : Soit a un nombre réel quelconque. On a:
cos(2a) = cos?a —sin?a =2cos?a—1=1-2sin*a

sin(2a) = 2cosasina

Démonstrations :

Cas particulier des formules d'addition danslecasoua = b :

cos(2a) = cos?a —sin?a
sin(2a) = 2cosasina

On a également : cos? a + sin?a = 1 donc :
cos?a —sin?a =cos?a— (1 —cos?a) =2cos?a—1

Et :

cos?a —sin?a = (1 —sin?a) —sin?a = 1 — 2sin®a
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Méthode : Calculer des valeurs de cos et sin a I'aide des formules de duplication

u Vidéo https://youtu.be/RPtAUI3oLco

T . IT
Calculer cosg et sing

Correction

L cos(2xZ) = 2cos? =~ 1
cosz—cos( xg)— cos i
Donc:

1 m 1, V2 _2+V2
cos 3 2(1-&-0034) > 1+ 2 2
et donc:

T 2+2
c058— 2

T .
carcosg est positif.
-ZE: B ZE: _2+\/§:2—\/§
sin 3 1 — cos 3 1 2 2
et donc:
LT 2 -2
sm8— 2

. T .
carsing est positif.

3) Formules de linéarisation

Propriété : Soit a un nombre réel quelconque. On a:

cos?a = ! + 1cos(2a)
12 2

1
sina = o Ecos(Za)

Exemples d’application : Calcul de primitives de x — cos?x etx > sin?a:

f(x) = cos?x _1 + 1cos(2x) a pour primitive :

22 1 1 1 1 1
F(x) = 5 +§>< Esm(Zx) =5 +Zsm(2x)
g(x) =sin?x =%— %cos(Zx) a pour primitive :
1 1 1 1 1
G(x) = ke —Exism(Zx) =% —Zsm(Zx)
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Partie 2 : Expression complexe des transformations

Soit un point M d’affixe z associé a un point M’ d’affixe z’ par une transformation du plan
rapporté a un repére orthonormé (0 ; u, V).

Il existe alors une fonction f de C dans C telle que f(2) = Z'.
La fonction f permet d’exprimer I'affixe z’ de M’ en fonction de I'affixe z de M.

Transformation

Rappels sur les transformations vues en classe de 3¢ :

https://www.maths-et-tiques.fr/index.php/cours-maths/niveau-troisieme#15

c FONCTION
TRANSFORMATION DEFINITION st FIGURE
~
uw

Translation M(z)
de vecteur U MM' =1 f(z)=z+b x\

(d’affixe b) <

\M'{Hb)
M'(az)

Homothétie

de centre O OM = a OM f(2) = az

et de rapport a —a N M(2)
(non nul)
0
M'(e"2)

dRotattionO OM' = OM o o

e centre — — z) =e'%z

et d’angle 8 (oM, oM7) = 6

M(z)
0
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Méthode : Interpréter gé¢ométriquement les transformations

u Vidéo https://youtu.be/RsOCKGgTOh4

Soit les fonctions f, g et h de C dans C, données par les expressions suivantes :

.TT
fO=0Q-DA+Dz ; glz)=2z-2i ; h(z) =—e'sz
Reconnaitre la nature des transformations qui sont associées a chaque fonction.
On précisera les éléments qui caractérisent ces transformations.

Correction
f@=0A-DA+z
=(1%2-i?)z

=2z

Donc f est associée a I’homothétie de centre O et de rapport 2.

-9(z)=2z—-2i
=z + (—20)
Donc g est associée a la translation de vecteur © d’affixe —2i.

-h(z) = _el3z
= (1) x e'iz
— i x ¢liz
_ ein+igz

LATT

=e's z

41T
Donc h est associée a la rotation de centre O et d’angle 3
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