NOMBRES COMPLEXES - chapitre 1/4

uTout le cours en vidéo : https://youtu.be/ABo2m520EYw

Les nombres complexes prennent naissance au XVIeme siécle lorsqu’un

italien Gerolamo Cardano (1501 ; 1576), ci-contre, au nom francisé de Jéréme
Cardan, introduit v—15 pour résoudre des équations du troisi€me degré.

En 1572, un autre italien, Rafaele Bombelli (1526 ; 1573) publie "Algebra, parte
magagiore dell’aritmetica, divisa in tre libri" dans lequel il présente des nombres de
la forme a + bv/—1 et poursuit les travaux de Cardan sur la recherche de
solutions non réelles pour des équations du troisieme degré.

A cette époque, on sait manipuler les racines carrées d’entiers négatifs mais on ne
les considére pas comme des nombres. Lorsqu’une solution d’équation possede
une telle racine, elle est dite imaginaire.

La notation i apparait en 1777 siécle avec Leonhard Euler (1707 ; 1783) qui
développe la théorie des nombres complexes sans encore les considérer comme
de « vrais » nombres ‘1l les qualifie de nombres impossibles ou de nombres imaginaires.

Au XIXe siecle, Gauss puis Hamilton posent les structures de I'ensemble des nombres complexes. Les nombres
sans partie imaginaire sont un cas particulier de ces nouveaux nombres. On les qualifie de « réel » car proche
de la vie. Les complexes sont encore considérés comme une création de I'esprit.

Partie 1 : L'ensemble C

1) Définition

Définition : Il existe un ensemble de nombres, noté C, appelé ensemble des nombres
complexes qui possede les propriétés suivantes :

- C contient R.

- Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les mémes regles de calcul
qgue dans R.

- Il existe dans C un nombre i tel que i? = —1.

- Tout élément z de C s'écrit de maniére unique sous la forme z = a + ib avec a et b réels.

Exemples :

i
3+4i;,-2—-1; 5 sont des nombres complexes. Et les nombres réels 0, —2 ou V3 sont

également des nombres complexes !

Vocabulaire :

- L'écriture a + ib d'un nombre complexe z est appelée la forme algébrique de z.

- Le nombre a s'appelle la partie réelle et la nombre b s'appelle la partie imaginaire. On
note : Re(z) = a etIm(z) = b.

Remarques :
-Si b = 0 alors z est un nombre réel.

- Sia = 0 alors z est un nombre imaginaire pur.

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr




Méthode : Effectuer des calculs sur les nombres complexes

u Vidéo https://youtu.be/-aaSfL2fhTY
u Vidéo https://youtu.be/1KQIUgzVGqQ

Simplifier les écritures en exprimant le résultat sous la forme algébrique.

2,=3-5i—Bi—4) z,=(3-2i0)(~1+50) zs = (2 — 30)?
_ 1 14
Z = 2D =y =i =90
Correction
2,=3-5i—Bi—4) z,=(3-20)(~1+50) zs = (2 — 30)?
—3_5i—3i+4 — 3415 4 2i — 10i2 — 412 + 9;2
—7-8i = _3415i42i+10 —4-12i—9
=7 4+17i = _5_12i
_ 1 14
za = (207 %5 =42 %6 =5
_ s ~ 4+ 2i CA+DE+)
et T @200+ 20 T 2-D2+0)
_ _ 4+ 2i 24i4+2i—1
:8192X(l2)6><l :m :T
_ 4+ 2i 1+3i
=8192 x (—=1)8 x i =T ==
_ 4+ 2i 1+3i
= 8192 =5 =—
_1,1 _1,3
57 10" ~575!
Propriétés :

a) Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la
méme partie imaginaire.

b) Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont nulles.

Démonstration :
Conséquence immeédiate de l'unicité de la forme algébrique.

Partie 2 : Conjugué d'un nombre complexe

Définition : Soit un nombre complexe z = a + ib.
On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté z, égal a a — ib.
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Exemples :
-z=4+4+5ietz=4—-5i

- On peut également noter :
7-31=7+3i;1=—i;5=5

Propriétés : Soit z et z' deux nombres complexes et n entier naturel non nul.

a)z=2z byz+z7z =7+7 )zxz =7Z%x7
. 1\ 1 z z ,
dzht =2z" e)|—) =—avecz#0 f)l—5) == avecz #0
z z z z

Démonstrations (dont c, d et e au programme) :

Onposez=a+ibetz =a' +ib aveca, b, a’ et b’ réels.

a)z=a+bh=a—-tbh=a+ib=z

b)z+z =a+1b+a +1b’
=a+a +ub+b)
=a+a —i(b+Db")
a—ib+a —ib’
=a+1tb+a +1b

=Z+7
c)zxz = (a+1b)x (a" +1b") zxz' =(a+1b) x(a’ +1b')
= aa' + tab’ + 1ha' + 12bb’ = (a—ib) X (a' —ib")
=aa’' — bb' +1(ab’ + ba’) = aa’ —iab’ —iba’ + i?bb’
=aa' —bb' —i(ab' + ba') =aa' — bb' —i(ab' + ba’)

Donc:zXxz =zx27

d) On procéde par récurrence.
e |Initialisation pourn = 2 (trivialpourn =1):z22 =2 Xz =Z X Z = z 2, d’aprés la
propriété c.
o Hérédité :
- Hypothese de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k > 1 tel que la propriété soit vraie : zk =7k,
- Démontrons que : La propriété est vraie aurang k + 1 L ZkHl = Zkt1,
zk+t1 = zk x z

= zk x Z, d’aprés la propriété c.

= 7¥ X Z, par hypothése de récurrence.

_ sk+1

=2z
e Conclusion :
La propriété est vraie pourn = 1 et n = 2 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n non nul, soit : z* = zZ ™.
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)(1) (1) ( a-1b ) (a—tb) a b
e)l—) = = = = — l
z a+ib (a+ib)(a—1b) a?+b? a?+b?%? a?+b2
a b .
= + l
a2+b2 a2+b2
1 1 a+ib a+ib a N b
_ = = = = l
Z a—ib (a—ib)(a+ib) a?+b%2 a?+b?%2 a?+b?
1 1
Donc (—):—_
z Z

1(5) = (2x5) =x(5) =25 =

i = Z X — =z X —_ =72 XK= = ==

! ZI Z, ZI ZI
Propriétés :

a)zestréel >z =17 b) z est imaginaire pur & z = —7
Démonstrations :

zZ=Z zZ=—Z
Sa+ib=a-—ib Sa+ib=—-a+ib
< 2ib=0 =2a=0

Sb=0 Sa=0

Propriété : Soit z = a + ib un nombre complexe alors zZ = a? + b2.

Démonstration :
zZ = (a+ib)(a —ib) = a? — i’b? = a? + b?

Méthode : Déterminer un conjugué

u Vidéo https://youtu.be/WhKHo9YwafE

Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme
algébrique.

3420
Zy =

z17=02-0{-5) ;

Correction
e 3+ 21
z=C2=D0=5) zZ=< l )
3+ 21
=2-1)x (1-5) =—
o 3—2i

=R2+i)(-i—-5) =

3 —2i)i
= —2i—10—i%—5; =(_i2)
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_ _ (3 — 20)i
=—2i—10+1—5i =—

=—9—7i =2+3i

Méthode : Résoudre une équation dans C

u Vidéo https://youtu.be/qu7zGL5y4vi

Résoudre dans C les équations suivantes:a) 3z — 6 = 4i + z b)3z—-2=2z+1
Correction
a)3z—6=4i+2z b) On pose : z = a + ib. L’équation s’écrit alors :
3z—z=6+4i 3(a+ib)—2=a—-ib+1
2z=6+4i 3a+3ib—2—a+ib—1=0
z=3+2i 2a—3+4ib=0

Donc:2a—3=0et4b =0

Soit:az%etsz

D'ou:zzg

Partie 3 : Formule du binome de Newton

Théoreme : Formule du binbme
Pour tous nombres complexes a et b et pour tout entier natureln > 1,ona:

b = (s (rtos (oo " o+ ()

Remargue : Les coefficients (8) (711), (121)' (n i 1), (Z) s’obtiennent a I'aide du
triangle de Pascal.

Démonstration au programme :
On procede par récurrence.

e |Initialisation: Pourn =1:(a+b)! =a+ b et ((1)) a' + (i) bl=a+b

e Hérédité :
- Hypothese de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier non nul k tel que la propriété soit vraie :

(a + b))k = (k) ak + (k) a* b + (k) ak2p? + -+ ( k )ab"’f—1 + (k) b*

0 1 2 k—1 k
- Démontrons que : La propriété est vraieaurang k + 1:
(a + b)k+t
_(k+ 1\ ki1 k+1\ k+1\ k-1p2 . (kK+1 Kk k+ 1\, k1
—( 0 )a +( 1 )a b+( 2 )a b + +( K )ab +(k+1)b
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6
(a+ b)) = (a + b)(a + b)*

— (a+h) ((g) @+ ()bt () a2 ok (K Yarer + (8) bk)
= (I(;) ak+l + (]1() akb + (lzc) ak1p? + .- + (k E 1) a’b*1 + (Z) ab®

+ (g) a*b + (II) a*'b* + (]2‘) a*7?p3 + -+ (k f 1) ab* + (ﬁ) b+t

- (e + [+ (o [ (e o

+ [(l,z) +(, k )] bt + (D pi+1

or, (’5) = 1et (i) =1

(s by = o [(9) o (] e+ [(6) # ()] ab-102 4

1 0 1
) (e o
Et, d’apres la formule de Pascal, on a:

(a+ b))t = ak*t + (k Jlr 1) akb + (k er 1) ak=th? + - + (k ;{’ 1) ab® + p**?

(a+ b))+t = (k ;l)_ 1) ak+l + (k 1_ 1) akb + (k ; 1) ak=1p2 4 oo + (k -]t 1) abk
e

Car(k-gl)zlet(iii)zl

e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel non nul n.

Méthode : Appliquer la formule du bindbme

u Vidéo https://youtu.be/UsYH9PvppPo

Développer I'expression (z + 5)°.

Correction
(z+5)°
= (8)26 + (i)zs x5+ (2)24 X 52 + (2)23 x 53 + (2)22 X 5% + (g)zx 5° + (2) 56

On construit un triangle de Pascal :
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" 0 1 2 3 4 5 6
0| 1

1 1 1

2 |1 2 1

3| 1 3 3 1

4| 1 4 6 4 1

5| 1 5 |10 | 10 | 5 1

61 1 6 | 15620 |15 | 6 1

On lit les coefficients sur la derniere ligne du tableau.
(z+5) =12+ 62> x5+ 15z* X 52 + 2023 x 53 + 1522 X 5* + 62 X 5° + 1 x 5°

Soit: (z + 5)® = z® + 30z° + 375z* + 2 50023 + 9 37522 + 18 750z + 15 625
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