REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES
ET EQUATIONS CARTESIENNES

I! Le cours en vidéo : https://youtu.be/naOM6YG6DIc

Partie 1 : Représentation paramétrique d'une droite

Propriété : L'espace est muni d'un repére (0 ;L7 E)

X4 a
Soit une droite d passant par un point A (}’,4) et de vecteur directeur U (b)
Zy c
X X =x4 +at
Ona: M (y) € d < ll existe un réel t tel que {y =y, + bt
z zZ=2zZy+ct
Ce systéme s'appelle une représentation paramétrique de la droite d.
Démonstration :
M € d < 1 et AM sont colinéaires
& Il existe un réel t tel que AM = til
X — Xy a
S|y - YA> =t <b>
Z—2, c
X —x, =at
Sy —y,=bt
Z—Zyg=ct
X =x4+at
S{y=y,+ bt
z=2zy,+ct
Exemple :
1 4
La droite passant par le point A (—2) et de vecteur directeur 17( 5 ) a pour représentation
-3
x=1+4t
paramétrique : {y =—2+5t
z=3-3t

Méthode : Utiliser la représentation paramétrique d'une droite

u Vidéo https://youtu.be/smCUbzJs9xo

2 1
Soit les points A ( 3 > etB (—3).
-1 2

Déterminer les coordonnées du point d'intersection de la droite (AB) avec le plan de repére
0;1).
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Correction
- On commence par déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB) :

1-2 -1
Un vecteur directeur de (AB) est :E( —-3-3 > = (—6).
2-(-1 3

2
La droite (AB) passe par le point A ( 3 )
1

x=2—t
Une représentation paramétrique de (AB) est : {y =3—-6t ,teR.
z=-1+3t
X
- Soit M (y) le point d'intersection de la droite (AB) avec le plan de repére (0 ;1,)).
z

Alors z = 0 car M appartient au plan de repére (0 ;1,]).

1
Donc —1 + 3t = 0 soit t =§.

1 5
X=2-3=3
Et donc: y:3—6x%:1
z=0

Le point M a donc pour coordonnées

O = WUl

Partie 2 : Equation cartésienne d'un plan

Propriété : L'espace est muni d'un repere orthonormé (0 ;L7 E)

a
Un plan P de vecteur normal 11 (b) non nul admet une équation de la forme
c
ax +by+cz+d=0,avecd € R.
X
Réciproquement, si a, b et ¢ sont non tous nuls, I'ensemble des points M (y) tels que
z

ax +by+cz+d=0,avecd € R, est un plan.
Cette équation s’appelle équation cartésienne du plan P.

Démonstration au programme :
uVidéo https://youtu.be/GKsHtriml o A

XA
- Soit un point 4 ()’A) de P.
Zy

x
M (y) € P < AM et 7 sont orthogonaux AJ:I\—
z P M

S AMA=0
Salx—x)+b(y—ys) +c(z—2z4) =0
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S ax+by+cz—axy —by,—cz, =0

S ax+by+cz+d=0avecd = —axy, — by, —czy
- Réciproguement, supposons par exemple que a # 0 (a, b et ¢ sont non tous nuls).
X
On note E I'ensemble des points M <y> vérifiant I'équation ax + by +cz+d =0
z
_d
Alors le point A Oa vérifie I'équation ax + by + cz+d = 0. Etdonc A € E.
0
a X
Soit un vecteur 71 <b> Pour tout point M <y>, ona:
4 c z
m.ﬁ’=a(x+a)+b(y—0)+c(z—0) =ax+by+cz+d=0.
X
E est donc I'ensemble des points M <y> tels que AM 7 = 0.
z

Donc I'ensemble E est le plan passant par A et de vecteur normal 7.

1
Exemple : Le plan d'équation cartésienne x —y + 5z + 1 = 0 a pour vecteur normal 7 (—1).
5

Méthode : Déterminer une équation cartésienne de plan

I: Vidéo https://youtu.be/s4xql6IPQBY

Dans un repere orthonormé, déterminer une équation cartésienne du plan P passant par le

-1 3
point A ( 2 ) et de vecteur normal 7 (—3).

1 1

Correction

® Une équation cartésienne de P est de la forme 3x —3y +z+d = 0.
e Le point A appartient a P donc ses coordonnées vérifient I'équation :
3X(—1)—-3%x24+1+d=0doncd =8.

Une équation cartésienne de P estdonc:3x —3y +z+8 = 0.

Propriété : Deux plans sont perpendiculaires lorsqu'un vecteur normal de I'un est orthogonal
a un vecteur normal de l'autre.

P
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Méthode : Démontrer que deux plans sont perpendiculaires

u Vidéo https://youtu.be/okvolSUtHUc

Dans un repére orthonormé, les plans P et P’ ont pour équations respectives :
2x+4y+4z—3=0et2x—5y+4z—-1=0.
Démontrer que les plans P et P’ sont perpendiculaires.

Correction
Les plans P et P’ sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal de I'un est
orthogonal a un vecteur normal de l'autre.

2 2
Un vecteur normal de P est 11 (4> et un vecteur normal de P’ est n’ (—5).
4 4

nn' =2x2+4x(-5)+4%x4=0
Les vecteurs 71 et n’ sont orthogonaux donc les plans P et P’ sont perpendiculaires.

Partie 3 : Applications

Méthode : Déterminer l'intersection d'une droite et d'un plan

u Vidéo https://youtu.be/BYBMauyizhE

I
e

Dans un repere orthonormé, le plan P a pour équation 2x — y + 3z — 2

1 -1
SoitA| 2 |etB| 2 |.
-3 0
a) Démontrer que la droite (AB) et le plan P sont sécants.

b) Déterminer leur point d'intersection.
(AB)

Correction N

2
a) Un vecteur normal de P est 71 (—1).
—_— 3
(AB) et P sont sécants si 71 et AB ne sont pas orthogonaux.

_2 \\‘\\

Ona E( 0 > AN
_)3

Comme:AB. 1 = -2 x 2+ 3 x 3 # 0, on conclut que (AB) et le plan P ne sont pas

paralléles et donc sont sécants.

b) Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

x=1-2t
{y=2 ,t €R.
z=-3+3t
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X
Le point M <y>, intersection de (AB) et de P, vérifie donc le systéme suivant :

z
x=1-2t
y=2
z=-3+4+3t

2x—y+3z—2=0

Onadonc:2(1—2t)—2+4+3(-3+3t)—2=0

11
5t—11:Osoitt=?

11 17
x=1—-2X ? = —?
Doli:{y =2
11 18
7Z = —3 + 3 X ? = ?
_17
5
Ainsi la droite (AB) et le plan P sont sécants en M 2
18
5

Méthode : Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur une droite

u Vidéo https://youtu.be/RoacrySIUAU

1 -1 0
Dans un repere orthonormé, on donne les points A (O), B ( 2 > etC ( 1 >
2 1 -2
Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
Correction
On appelle H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).

_ (2
Ona:AB| 2 |
-1

Une représentation paramétrique de (AB) est :

x=1-2t
{y=2t ,t €ER.
z=2—-t

Le point H appartient a la droite (AB) donc ses coordonnées vérifient les équations du
systeme paramétrique de (AB).

1-2t 1-2t 1-2t
Onaainsi:H( 2t >etdoncﬁ-1)( 2t—1 >=(2t—1>
2—t 2—t+2 4—t
Or,ﬁ{)etﬁsont othogonaux, donc:
CH.AB =0
A-20)x(-2)+R2t—-1)x2+@A-t)x(-1)=0
—2+4t+4t—-2—-4+t=0

9t—-8=0
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. 8
)
Le point H, projeté orthogonal du point C sur la droite (AB), a donc pour coordonnées :
8 7
1-2%x—= -—
9 9
8 16
H 2 X — = _
9 9
5 8 10
9 9

Méthode : Déterminer l'intersection de deux plans - NON EXIGIBLE -

u Vidéo https://youtu.be/4dkZ00QQwaQ

Dans un repére orthonormé, les plans P et P’ ont pour équations respectives :
—x+2y+z—-5=0et2x—y+3z—-1=0.

1) Démontrer que les plans P et P’ sont sécants.

2) Déterminer une représentation paramétrique de leur droite d'intersection d.

Correction

1) P et P’ sont sécants si leurs vecteurs normaux ne sont pas colinéaires.
-1 /2

Un vecteur normal de P est r‘i( 2 ) et un vecteur normal de P’ est n’ (—1).

1 3
Les coordonnées des deux vecteurs ne sont pas proportionnelles donc les vecteurs ne sont

pas colinéaires.

X

2) Le point M <y> de d, intersection de P et de P’, vérifie donc le systéme suivant :

z
{—x+2y+z—5=0

2x—y+3z—1=0

On choisit par exemple x comme parametre et on pose x =t.On aalors :

x=t x=t x=t
{—t+2y+z—5=0 @{z=—2y+t+5 (:){Z=—2y+t+5
2t—y+3z—1=0 —-y+3z=1-2t —y+3(—2y+t+5)=1-2t

x=t

@{z:—2y+t+5 ‘:’{Z:_Z}’+t+5 oY=t

—y—6y+3t+15=1-2t —7y =—-14 -5t Z:—2(2+5t)+t+5

7

x=t

=242t
=Y 7

Z=1—%t

Ce dernier systeme est une représentation paramétrique de d, avect € R.
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RESUME : Pour démontrer des positions relatives

e d droite de vecteur directeur 1.

P plan de vecteur normal 7.

d et P sont...
d u
paralléles un=0 |
/2
d i
-
u
sécants uUun=+0
/2
n
w
orthogonaux U et 71 colinéaires
1
P

e P, plan de vecteur normal 7.
P, plan de vecteur normal 1.

P; et P, sont...

3

e

paralléles n, et n, colinéaires tm
P
3
P
/ i
sécants 1, etm, non colinéaires

Py

perpendiculaires

.7 = 0
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