FONCTION EXPONENTIELLE

|. DZfinition
!

ThZoreme : Il existe une unique fonction f dZrivable sur! telle que f'=f et
f(0)=1.

DZmonstration de l'unicitZ (exigible BAC) :
L'existence est admise

- DZmontrons que f ne s'annule pas sur! .
Soit la fonction h dZfinie sur! par A(x) = f(x) f(! x).
Pour tout rZel x, on a :
N(X) = £(X) F(=x)+ f(x)(~ T (-x))
= f'(xX)f(=x)— f(X)f'(—x)
= f(X) f(—=x)— f(x) f(-x)
=0
La fonction h est donc constante. 5
Comme h(0)= f(0)f(0)=1, on a pour tout rZel x: f(x) f(! x) =1.
La fonction f ne peut donc pas s'annuler.

- Supposons qu'il existe une fonction g telle que g'=g et g(0) =1.
909,
f(x)
g’ f()-9(x)F'(x) _ g f(x)-9(x) T (x) _ 4
(foa) (foa)

k est donc une fonction constante.

Or k(0) :%:%:1 donc pour tout x : k(x) =1.

Et donc f(x)=g(x). L'unicitZ de f est donc vZrifiZe.

Comme f ne s'annule pas, on pose k(x) =

k'(x) =

DZfinition : On appelle fonction exponentielle I'unique fonction dZrivable sur ! telle
que f'=1f et f(0)=1.
On note cette fonction exp.

ConsZquence : exp(0) =1

Avec la calculatrice, il est possible d'observer l'allure de la courbe reprZsentative de
la fonction exponentielle :
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Remarque : On prouvera dans le paragraphe Il. que la fonction exponentielle est
croissante. Mais sa croissance est tres rapide, ainsi exp(21) dZpasse le milliard.

Il. Etude de la fonction exponentielle

1) DZrivabilit?

PropriZtZ : La fonction exponentielle est continue et dZrivable sur! et (expx)' = expXx

DZmonstration : ConsZquence immZdiate de sa dZfinition

2) Variations

| PropriZtZ : La fonction exponentielle est strictement croissante sur ! .

DZmonstration : On a dZmontrZ dans le paragraphe I. que la fonction exponentielle
ne s'annule jamais.
Or, par dZfinition, exp(0) =1 donc pour tout x, expx >0.

Comme (expx)' =expx >0, la fonction exponentielle est strictement croissante.

3) Limites en ['infini

PropriZtZ : limexpx=0 et lim expx = +"

x! "# x! +"

- PropriZtZ dZmontrZe au paragraphe lll.-

4) Courbe reprZsentative

On dresse le tableau de variations de la fonction exponentielle :
X e +

(exp x)' +

+
expx /
0
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I1l. PropriZtZ de la fonction exponentielle

1) Relation fonctionnelle

ThZoreme : Pour tous rZels xety, on a : exp(x + y) = expx expy

Remarque : Cette formule permet de transformer une somme en produit et
rZciproquement.

DZmonstration :

+
Comme expx! 0, on pose f(x):M
exp X

exp(x + y)expx! exp(x + y)expx _

(expx)

avec y un nombre rZel.

Pour tout x, ona f'(x)= 0.

Donc la fonction f est constante.
exp(x+y)

&p(y) =expy, on en dZduit que ———===expy.

C f(0) =
omme f(0) xp(0) expx

Corollaires : Pour tous rZels x et y, on a :

a) exp(! X):exipx
b) exp(x! y):::—gz(/

C) exp(nx):(expx)n avec n! !
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DZmonstration :
a) expx exp(! x) = exp(x ! x) =exp(0) =1

b) exp(x! y):exp(x+(! y))

= expXx exp(! y)
1 expx
= expX =
expy expy

c) La dZmonstration s'effectue par rZcurrence.
L'initialisation est triviale. 5
La dZmonstration de I'hZrZditZ passe par la dZcomposition :

exp((n + 1) x) = exp(nx+ x) = exp(nx)expx = (expx)n expx = (expx)nﬂ.

2) Le nombre e

DZfinition : L'image de 1 par la fonction exponentielle est notZe e.

On a ainsi expl=e

Remarque : Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchZe de e.
1
&
2.718281828

Notation nouvelle :

expx =exp(x! 1) = (exp(l))X =€

On note pour tout x rZel, expx = €

s'Zcrit avec un nombre infini de dZcimales sans suite log
Ses premisres dZcimales sont :

e ! 2,7182818284 5904523536 0287471352 6624977572 4709369995
9574966967 6277240766 3035354759 4571382178 5251664274E

Le nombree est Zgalement un nombteanscendant. On dit quvf)
nombre est transcendant sOil nOest solution dOaucune Zq
coefficients entiers.

Le nombrey?2 par exemple, est irrationnel mais nOest

_ transcendant puisquOil est solution d&guétionx®=2. Un tel
nombre est dit CalgZbriqueE.

Le premier " sOintZresser de fason sZrieuse au nerabrée mathZmaticien suidseonhard
Euler (1707 ; 1783), cdessus. COest " lui que nous devons le nom de ce nombre. N
quOlil sOagisse de IOinitiale de son nom mais peut stresicda premisre lettre d
mot exponentiel.

Comme! , le nombres est unnombre irrationnel, c'est ~ dire quli
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DansC Introductio in Analysin infinitorum fiibliZ en 1748 uler explique que :
1 1 1
e=l+—+—+—+..
o2 3
Rappelons que par exemple 5! se liactbriel 5" et est Zgal 1 x 2 x 3 x 4 x 5.
Par cette formule, il obtient une estimationedvec 18 dZcimales exactes.

Nous devons aussiEulerla dZmonstration de IQirrationalitZede

Avec cette nouvelle notation, on peut ainsi rZsumer I'ensemble des propriZtZs de la
fonction exponentielle :

PropriZtZs : Pour tous rZels x ety, on a :
a)e'=lete=e
b) e >0 et (¢')' =¢"

c) eV=¢e¥, 'V'=—, e¥=—, (e"') =e",avec neN.

d) lim e =0 et lim¢e* =+
x! "#

X—> oo

Remarque : On retrouve les propriZtZs des puissances.

DZmonstration de d) (exigible BAC) :
- Soit la fonction g dZfinie par g(x)=¢"! x.

Pour x positif, g'(x)=e"—1=¢"-1=0 car la fonction exponentielle est croissante.
Donc la fonction g est croissante sur [ 0;+o[ .
On dresse ainsi le tableau de variations :

X 0
g'(x) |0 +

g(X) /
1

Comme g(0)=1, on a pour tout x, g(x)=>1.

Etdonc g(x)=¢"! x" 0, soit e > x..
D'apres le thZoreme de comparaison des limites, on en dZduit que lim € =+ car

X—>+o0

limx=+".

x|+

. . . . 1
- lime‘=lime*=lim—==0.
XU g X1 +# Xt +# @X

Dériver une fonction exponentielle :

(> Vidéo https:/lyoutu.be/XcMePHk6IlIk
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MZthode : Simplifier les Zcritures
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/qDFjeFyA_OY

Simplifier I'’Zcriture des nombres suivants :

-1
A= e xe™ B (35)_6 o Co 1 s (234)

AL
7 "4 C 1 (e )
ele =
— -6 2 2 n | 6
A= e's B= (65) x e (e' 3) e €
_ et — 06 5 o8 _ 1 et (D
5 13" 2 21 6
e =e¥xe” e €
e’ _ 303 1 et
g’ _ gs g4
=g (9 =cf+1
= e8

PropriZtZs : Pour tous rZels aet b, on a :
ae'=e" ! a=b

b) <€’ | a<b

MZthode : RZsoudre une Zquation ou une inZquation

3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/dA73-HT- Y
B3 Vidéo https:/lyoutu.be/d28Fb-zBedY

a) RZsoudre dans! I'Zquation e'%! €% =0.
b) RZsoudre dans! linZquation €**'>1.

a) €' =0

! exz"3:e"2x
I x*" 3="2x
I xX*+2x"3=0

I x="3 ou x=1
Les solutions sont -3 et 1.

b) e4x!l " 1
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<:>e4x—1260
<4x-120

1
S x>—
4

L'ensemble des solutions est l'intervalle

3+ 2

i

IV. Limites et croissances comparZes

PropriZtZs (croissances comparZes) :

X X

. € . : . "
a) lim —=+" et pourtout entier n, lim — =+
xI + X xlH "

b) “nl xe* =0 et pour tout entier n, Iirg x"e =0
xt " Xt

DZmonstration :

2
a) - On pose f(x)=¢"! XE

Ona: f'(x)=e*—x et f"(x)=¢€"! 1.
Pour tout x strictement positif, f"(x)=€*! 1" 0.

On dresse alors le tableau de variations :

0 +!

X
F(x)

Signe de f'(x)

"

(%) .
"

/

JS(x)

2
On en dZduit que pour tout x strictement positif f(x)>0 et donc ¢* > %

e _ X
Etdonc —>—.
X 2
X, o . - e
Comme lim 3 =+" , on en dZduit par comparaison de limites que |'Im —=+".
x! 4" xI + X
- Dans le cas gZnZral, il faut montrer que :

n 5%
g $1 e . . .
= =$ﬁ! —: et appliquer le rZsultat prZcZdent.
2 one
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$ 1
H n "X\ _ 1; n{l_ &li)_
0) - fim e’ = fim (" )= fim g7y = fim & ) =0
% x(

- Dans le cas gZnZral, il faut montrer que :
$ 1
&1 )

* hm &—) et appliquer le rZsultat prZcZdent.

* lim x"e*

hrn
+ X x! #

gszo :sz_-&szo

)
)
Z Yox %

Remarque : Dans le cas de limites infinies, la fonction exponentielle impose sa limite
devant les fonctions puissances. Sa croissance est plus rapide.

Exemple : Comparaison de la fonction exponentielle et de la fonction x! x* dans
diffZrentes fenstre s graphiques.
|r‘
14000 | ;
12000 | |
10000 | [
8000 | /,ﬁ
1 2 3 4 s 6000 | )/
/
4000 | /7
On constate que pour x suffisamment glz) =2t
grand, la fonction exponentielle dZpasse . /(x) = ¢ 1 /
la fonction x! x". et = 0o 2 & ¢ & 10

PropriZtZ :

. e"1
lim =1
xro X

DZmonstration : Il s'agit de la dZfinition du nombre dZrivZ de la fonction exponentielle

en 0.

MZthode : Calculer des limites

3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/f5i u8XVMfc
3 Vidéo https:/lyoutu.be/GoL YLTZFaz0

Calculer les limites suivantes :
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1

. #3 . 1— .
a) lim (x+e x) b) lime ~ c) lim o
x! o+ X—>—o00 X+ o X

e+ X
2

a) lim €** =0 donc Iim(x+ e‘3x):+oo
X+

X—>+o0

A oot
b) lim o1" —y =1 donc lime *=¢ =e¢
x! "#% Xz x "#

c) Le dZnominateur comprend une forme indZterminZe de type "eo—co ™.
Levons l'indZtermination :

X X
X y 1+— 1+
e+X_e" et _ et
X1 w2 X 2 2
et X X
e* e’
e e X X
Comme Im —=1lim—=+~,0na lim—=I1im—=0
X—too X X—>+oo X2 X—>+oo ex X—>+oo ex
X
I+ 1 e +x
Donc lim —& =-=1 etdonc lim —=1.
x! +" 1#X 1 x o Hx
&

V. Fonctions de la forme €"

PropriZtZ : Soit u une fonction dZrivable sur un intervalle I.
La fonction x— € est dZrivable sur I. Sa dZrivZe ed la fonction x! u'(x)e"™.

- Admis -

Exemple :
3 Vidéo nttps:/iyoutu.be/5G4Aa8gKH. o

Soit f(x)=e*"* alors f'(x)=4e*"’

PropriZtZ : Soit u une fonction dZrivable sur un intervalle I.
Les fonctions x! u(x) et x! € ont le meme sens de variation.

DZmonstration :
Ona (e")'=u'ée
Comme ¢" >0, U et (€")' sont de meme signe.
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Exemple :

, 1 S :
La fonction x! — estdZcroissante sur & " ;0¥ et sur 0;+! § donc la fonction
X

1
x! e est Zgalement dZcroissante sur " ;0% et sur ;0;+ §.

(

MZthode : Etudier une fonction

I: Vidéo https:/lyoutu.be/l4HkvkpgjNw
3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/VxOH1DV3Yqc
3 Vidéo nhttps:/iyoutu.be/2RIBQILINYU

N | X

Soit f la fonction dZfinie sur! par f(x) = xe 2.
a) Etudier les limites de f ~ l'infini.

b) Calculer la dZrivZe de la fonction .

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
d) Tracer la courbe reprZsentative de la fonction f.

X

=+# donc limxe 2 = —o

N | x

a) %ifgﬂ"# et lime

x! "# X—>—c0
% x
. 2  x _ 9 ¥
limxe?2=1lim—=1m'2%$=x=0
x! +" X+ X x! + * %
e? & ez)
P X # 1& 2 #  x& 12
1 - 2 n - 2 - 1 = 2
b) f'(x)=e2+x 02(e %{lr 2(e

X

c) Comme ¢ 2 >0, f'(x) estdu signe de 1—%.

f est donc croissante sur l'intervalle §' " ;2§ et dZcroissante sur l'intervalle 12+ 4

On dresse le tableau de variations :

X ! 2 +
/'(x) + 0 -
2
f(x) e
X ) / \ O
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